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அத்தியாயம் 1 


1. திரிகோண கணிதச் சூத்திரப் பட்டியல் 


1.1 . நாம் முன்பே கற்ற திரிகோண கணிதச் சூத்திரங்களில் 

பட்டியல் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளது ( இச் சூத்திரங்கள் 
நன்கு மனத்தில் கொள்ள வேண்டும் ). 


( 1 ) cos G + sin G = 1 


( 2 ) sec" 0 = 1 + tang 


( 3 ) cosec 0 = 1 + cof G . 


( 4 ) sin 0 = cos 90 ° = 0 . ; 

cos 0 ° = sin 90 ° = 1 
sin 30 ° = cos 60 ° = } 
cos 30 ° = sin 60 ° = v ;. 

1 
sin 45 ° = cos 45 ° 


V2 


( 5 ) sin ( - ) = - sin g . 

cos ( - a ) = cos 9 . 
sin ( 90 ° - 9 ) = cos G. 
cos ( 90 ° -9) = sin g .. 
sin ( 90 ° + a ) = cos G. 
cos ( 90 ° + a ) = sin G. 
sin ( 180 ° -C ) = sin g . 
cos ( 180 ° -C ) = - cos g . 
sin ( 180° + G ) = -sing. 
cos ( 180 ° + G ) = - cos G. 


( G ) sin ( A + B ) = sin A cos B + cos A sin B. 

cos ( A + B = cos A cos B - sin Asin B. 
sin ( A - B ) = sin A cos B - cos Asia B 
cos ( A - B ) = cc S A cos B = sin Asin B. 


திரிகோண கணிதம் 


( -D 


C + D 
( 7 ) sin C + sin D = 2sin 

2 


2 . 


C + D 
sin C - sin D = 2 cos 


sin 


C - D 

2 


COS 


C + D sin 


C + D C 
cos C + cos D = 2 cos 

2 

2 

D - C 
cos C - ces D = 2 sin 

2 

2 
48 ) 2sin Aces B sin ( A + B ) + sin ( A - B ) . 

2 cos A sin B = sin ( A + B ) -- sin ( A - B ). 
2 cos A cos B = cos ( A + B ) + cos ( A - B ) . 

2 sin Asin B = cos ( A + B ) COS ( A + B ) . 
{ 9 ) sin 2A 

= sin A. cos A 
cos 2 A = cos : A - sin ? A 2 cos A - 1 

1-2 sin * A. 


( 10 ) tan ( A + B ) 


fan A + tan B 
1- tan A.tav B 


tan ( A - B ) 


tan A -- tar B 
1+ tan i tan B 


2 tan A 
( 11 ) sin 2 AT 

1 + lan : A 

1 - tan : A 
Cos 2 A = 

= 

1 + tays A 


2 tan A 
tan 2 A = 

1 - tan A 


( 12 ) sia 3 A = 3sin A- 4 sin A. 
cos 3 A = 4 cos : A - 3 cos A. 

3 tan A- tan A 
tan3 A = 

1-3 tan A 


2 . நேர்மாறு கட்டச் சார்புகள் 

( Inverse circular functions ) 


1.2.1 . ஒரு கோணம் 9 கொடுக்கப்பட்டால் sin a . cos 9 , 

tas G முதலியவை சுலபமாகக் கண்டுபிடிக்கக்கூடியவை . 
இப்பொழுது என் மதிப்பு a என்று கொடுக்கப்பட்டால் , 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 


3 


அதிலிருந்து ஐேக் கண்டுபிடிப்பதற்கு நேர்மாறு சார்பு 

முறையை உபயோகிக்கவேண்டும் . 
sina = a என்றால் , 0 = sin11 என்று சொல்லவேண்டும் . 
இதற்கு நேர்மாறு வட்டச் சார்பு எனப் பெயர் . இப்பொழுது , குக்கு 
பல மதிப்புக்கள் கண்டுபிடிக்கலாம் . உதாரணமாக , sin 9 = } 
என்றால் , பின் மதிப்பு 30 ° அல்லது 150 ° அல்லது 390° .......... 
இருக்கலாம் . 

ஆனால் , 9 = sin la என்றால் 9 க்கு மிகக் குறைவான அளவுள்ள 
பதிப்பைத்தான் எடுத்துக்கொள்ளவேண்டும் . இம்மதிப்பு நேர் 
1positive ) அல்லது எதிர் ( negative ) ஆக இருக்கலாம் . எனவே , 
sinla என்பது - 90 ° க்கும் + 90 ° க்கும் இடையே இருக்க 
வேண்டும் . 

இம் மாதிரியே cos I a என்பது 0 ° க்கும் 180 ° க்கும் இடையே 
இருக்கவேண்டும் . tan - 1 a என்பது 90 க்கும் + 90 ° க்கும் இடையே 
இருக்கவேண்டும் . 

எனவே , sin 1 a க்கு முதல் மதிப்பு ( principal value ) ஒன்று 
தான் உண்டு . இது போல் cos 1a , tan la இவைகளுக்கும் முதல் 
மதிப்பு ஒன்று தான் உண்டு . 


உ - ம் : sin 


1 V3 

2 


2 ( முதல் மதிப்பு ) 


cos 


, ) 


( - ) - * - 
tan 1 ( - V3) = - " 


( 


,, ) 


1.2.2 . நாம் sin la ஐ நிர்ணயித்து இருப்பதால் இதையே 

cosec ) - என்றும் சொல்லலாம் . 
ஏனென்ருல் sin la = 0 என்று வைத்தால் , 

a = sin e என்று கிடைக்கிறது . 


1 


1 
sing 


11 


a 


1 


1 


அதாவது 


cosec g . 


1 
ஃ cosec1 


= 0 . 


திரிகோண கணிதம் 


1 


எனவே sinla = cosec1 


1 


இம்மாதிரியே cos la = sec1 


என்றும் 


a 


1 


tanila = cos 

* 1 


என்றும் நாம் 
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நிரூபிக்கலாம் . 
1.2.3 . நேர்மாறு சார்பின் வரைவிலக்கணத்திலிருந்து நாம் 
இப்பொழுது sinla + cos 1 a = 

2 

என்று நிரூபிக்க 
லாம் . 


T 


B 


B 


a என்பது ஒரு நேர் எண்கை 
இருக்கட்டும் . ABC என்று ஒரு செங்கோண 
முக்கோணத்தை = 90 ° ; CB = a ; AB = 1 

அளவுகளுடன் எடுத்துக்கொள் . 


T 
- 


என்ற 


A 


A 


a 
sin A = 

1 


= a ; 


படம் - 1 


a 


cOS BB = 

1 
ஃ sin la + cosla = A + B 


= 90 ° 


( வட்ட அளவில் 90 


2 


T 


2 


ஆரையன் ( radian ) 


இம்மா திரியே எக்கு எதிர் மதிப்பு எடுத்துக் கொண்டாலும் , 
sinna + cos la = என்று கிடைக்கும் . மேலும் , 

2 


tan 1 a + cof la = 


என்றும் , 


| 


2 


T 


see la + cosec 1 

2 

என்றும் தக்க படங்கள் 
வரைந்து நிரூபிக்கலாம் 
1.2.4 . sinta என்பதற்குப் 

என்பதற்குப் பதிலாக arc sin a என்றும் , 
cos 1a க்கு aic cos a என்றும் இதேபோல் tan la க்கு arc tan a 
என்றும் சொல்லுவதுண்டு. 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 


5 


1-2.5 . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


= tan 1 


என்று 


tan x = 1 

= ( : 


a + b 
மாதிரி 1 : tan la + tantb 

1 -- ab | 
நிருவுக . 
tan laa = x என்றும் , tan y = y என்றும் வைக்க . 
. tan y = b . 

* .... ( A ) 

tan x + tan y 
ஆனால் tan ( x + y ) 

1 -- tan x . tan y 
a + b 

[ ( A ) யிலிருந்து tan x க்கு 
. tan ( x + y ) 

1 - ab ரயும் tan y க்கு யும் 

பிரதியிடு . ) 

a + b 
. x + y = tan1 

1 - ab 


- 


a + b 


* 1 


அதாவது tan la + tan1b = tan 


1- ab 


மாதிரி 2 : tan 1 1 + tan 1 = tan 1 1 + tan1 : என்று 
நிருவுக . 
மாதிரி ஒன்றிலிருந்து 
a + tar ) 1 b = tan - 1 

என்று நமக்குக் 

1- ab 
கிடைக்கிறது . 

| + ) 
tan 

* + tan . = tan 


* 1 . 


a + b 


1 


-1 1 


-1 


= tan 

tan 11 


..........( A ) 


மேலும் tanl4 + tan 13 = tan 1 


+ * 
1-1 


1.8 


= tan 1 1 


...... ( B ) 


-1 


= tan1 + + tan1 


என்று 


ஃ ( A ) , ( B ) யிலிருந்து 

tann } + tan 
நமக்குக் கிடைக்கிறது . 

மாதிரி 3 : cof [ sin - 1 


M1 ] 


13 
17 


sin 


( 


tan 1 


3 ) 


என நிருவுக . 


திரிகோண கணிதம் 


V 13 


2 


sin -1 


- 


, 


B எனவும் 


= A எனவும் , tan 
V 17 


வைக்க . 


017 


13 


2 


VII 


A 


2 


3 


Rz 


Q 


RI 


படம் - 2 


படம் -3 





V 13 : 
sin A 

R , P , == V 13 என்றும் , P , Qx 

V17 
= V 17 என்றும் எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 
QRI 

( V 13 ) 

V 17-18 


= 2 . 


sin 2 


13 
cof 

= cof [ A]] 
17 
QIRI 

( படம் 1 ( இ ) ] 
RIP1 

2 
V 13 

Q2R2 
tan B = ; , R.P. 2 என்றும் , ரோ = 3 என்றும் 
எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 

ஃ P , Q , = ve , R , ) + ( R , P , } * = 43* +22 


= M18 . 


( tan 


Sintan 


-1 


3 ) 


Sin [ B ] 


- 


R P , 

( படம் 1 ( ஆ ) 
GP , 
3 

... 
V13 
(i ) ; ( li ) லிருந்து , நமக்கு 

2 

என்று கிடைக்கிறது . 
17 

3 


ஃ 


13 


cot 


[ 


sin 


wM 


= sin 


( 


tan 1 . 


x + 1 


மாதிரி 4 : தீர் : 


tan 

* 1 


+ tani 


*-2 


= 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 


மாதிரி ஒன்றிலிருந்து tana + tan 1b 


tap 1 


a + 
1 - ab 


என்று கிடைக்கிறது . ஆகையால் , 


* +1 


1 
2 


+ 


1 


tap * 1 


x + 1 
x + 2 


+ tan - 1 


2 


= tan 1 


1 


1 


x - 1 
x - 2.x + 


2x2 


4 


= tan 1 


3 


T 


= 


( கொள்கை ) 


.. 


tani 


|| 


4 


2x2 4 

3 

2x " - 4 
அதாவது 

3 


T 
on the tan 

4 
= tan 45 ° = 1 

- 3 . 
1 


4 


2x 
2x 


அதாவது 


x 


1 


V2 


* 


-- 


மாதிரி 5 / cos | 

2 tan - 1 x என நிறுவுக : 
1 + x2 
= tan A எனக் கொள் . 

1 - x2 1 tan ’ A 
1 + x2 1+ tanA 
cosA [ சூத்திரம் 11 ] 

1 x2 

1 + x 
.. = tan A ; 

x = A. 
x = 2. A 
( 1 ) , ( li ) லிருந்து நமக்கு 
1 - x2 

= 2 tan x என்று கிடைக்கிறது . 
1 + x 


அதாவது cos 1 


= 2A . 


... (1 ) 


2 


X 


tan 1 


2 tan - 1 


COS 


2 


அப்பியாசம் 1 ( அ ) 


1. sin 1x + sin ** y = sin || xvi - y + yvi - x ] என நிருவுக . 
( குறிப்பு : sinlx = A என்றும் sir y = B என்றும் வைக்க 

I = sin A ; y = si | B 


திரிகோண கணிதம் 


cos A = V1 - sin A = V1 - x2 
cos B = V - sin ? B = V1 - y2. 
sin ( A + B ) = sin A cos B + cos Asia B 

= xvi - y + y , V1 -- x " . 
A + B == $in 1 { xV [ --y ? + yvi - x " } , 


அதாவது , 

sin1x + sin y = sin { xv1 - y2 + yvi - x " } ] 
2. sin 1x - sinty = sin " [xv | -y2 - yv1 - x ] என நிறுவுக . 
3. cos 1x + costy = cos 1[ xy - vL - x* V1- y" ) என நிறுவுக . 
4. cos 1x - cos ty = cos [ xy + / 1 - x \/ 1 

y ] என நிறுவுக 


7 


4 


5. cos - 1 


1 


2 cos 


என நிறுவுக . 


25 


5 


3 


8. sin - 1 


24 
25 


2 sin1 


என நிறுவுக . 


5 


X 


COS 


2 


7. sin1 ( 3x- 4x ) 

3 < in1 

பனக் காண்க . 
8 . ( 4x - 3x ) = 3 cos 

51 x எனக் காண்க . 
9./(i ) tan 1 + tan = tan 1 { - 3 ) என்று நிறுவுக . 
( ii ) tan 12 + tan 13 = tan 1 ( -1 ) என்று நிறுவுக . 

7 
( iii ) tan 13 - Tan 14 = tin1 

எனக் காண்க. 
11 


( 


1 ) 


1 


( iv ) tan 


1 
2 | 


1 


+ tan 


= tan1 


6 
7 


என நிறுவுக . 


4 


3 


12 


10 . 


tan 


1 


+ tap 


33 
56 


= sin - 1 


என நிறுவுக . 


. 


4 


13 


11. a > 0 , b > 0 , ab > 1 என்றால் tanla + tan " 

a + b 

எனக் காண்க. 
| -ab 


tani1 


12. cofl , sin 


= sin cof 1V 7 


எனக் காண்க . 


13 . 


cor( sin " > ] ( cof " எனக் 
an (cos " " ) = can [ cor 29 )எனக் காண்க 
2007 ( to " 13 ) - ain (se"" 11 ) என 


எனக் காண்க . 


நேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 


3 

-1 
15. sin 

5 


+ cos | 


12 
13 


cos -11 


33 
65 


எனக் காண்க. 


4 


24 


16. sin 


sin 1 


tan 1 


20 
-1 

21 


sin - 1 


எனக் காண்க . 


5 


155 


17 . 


co 1 


21 
20 


13 
1 . 
sec 

12 


cosec 


377 
135 


எனக் காண்க . 


-1 x + y + z - xyz 
tan 

1-- xy - yz - zx - 


18. tanlx + tan 1y + tan 1 = 

நிறுவுக . 


என 


19. tan 1x + tanty + tan - 1z = 


ஆனால் , xy + yz + zx 


2 


1 எனக் காண்க . 


20 . 


tan 1x + tan 1y + tan tz = * ஆனால் x + y + z = xyz 
எனக் காண்க . 


ax + b 


aji + b 


21 . 


tan - 1 


+ tan ) 


tan 


-1 d ஆனால் 


Vb - a 


Vb2 - ac 


Vb - ac { a ( x + y ) + 2b } + ad { axy + bx + } ) + c } = 0 
எனக் காண்க . 


-- b 


22. cos 


b + a eos X 
a + b cos x 


2 tan | 


* ) 


( 


tan 


. 


M 


எனக் 


| 


2 


a + b 


காண்க . 


a - b 


2 


a - b 


* 


1 


23 . tan la -- taylb = tan 

என நிறுவுக . 
1 + ab 
b- . 

( -a 

-1 
24. tan ) 

+ tan + tan 

0 எனக் 
1 + ab 1 + bc 

[ + ca 
காண்க . 
1 1 

8 
25. 2tan 

tan = tan 

எனக் காண்க . 
31 4 

19 


1 


1 


1 


26. tap 


+ tan -1 


8 

+ tan1 
19 


எனக் காண்க , 


4 


4 


27. 4 tan 


1 
70 


tan - 1 


+ tan 


1 
99 


எனக் காண்க. 


5 


4 


-1 


28 . 


tan * x + tailly + tan 

எனில் , 

4 
x + y + z + xy + yz + zx = 1 + xyz என்று நிருவுக . 
cos x + cos 1y + cos 1z = * ஆனால் , x + y + z + 
? xyz = 1 எனக் காண்க 


29 . 


1 


10 


திரிகோண கணிதம் 


குறிப்பு : cos 1x = A , costy = B , cos - 1z = c எனக் கொள் . 

cos 1x + cos - 1y + cos 12 = 1 ( கொள்கை ) 
அஃதாவது , 

A + B + C = * 
ஃ A + B = * -- C . 
* cos ( A + B ) = cos ( n - C ) 
: x y - VI - x2 V1 - y = - z 
அல்லது xy + : = v1 - x . V1 - y : 

* ( xy + z } * = ( 1 - x ) ( 1 - y " ) 
( அ - து . ) x y + z * + 2xyz = 1 - x + y * + x y " . 

அல்லது , : * + y * + z * + 2xyz = 1. ] 
30. பின்வருவனவற்றைத் தீர் . 
x + 1 

2x + 1 
( 1 ) tan 

+ tan 
3x + 1 

4 
( விடை : x = 1 , - ! ] 


( விடை : 1 = * , 1 ] 


( விடை : x = = ] 


(A ) an" ( s 1) -ol" ( 2 ) - 1 
CH ) + - tan (VF ) - } sin , 
( 1 ) stan " ( 2 ) + sle " ( # ) - * 
04 ( * ) + + +in ( * ) - 5 

( விடை : * - 41 
[I 
(விடை 

M ) 


( விடை : x = 29 } 


( v ) cos | 


( vi ) cos x + cos ( 2x ) = 


20 
3 


விடை : x = 


( vil ) cos ( cof 1x ) = sin ( tan ) ( விடை : x = +2 ] 

3x - x 
91 . 

= 3 ta01 x என நிறுவுக . 
1-3x2 


fan.11 


* ) 


89. Atan 1x = sin - 1 

Br 
1 + x 


என்று நிறுவுக . 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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3. திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
1.3.1 , முற்பிரிவில் sin Ta க்கு முதல் மதிப்பைக் கண்டுபிடித் 
திருக்கிறோம் . இப்பொழுது sinuக்கு உள்ள எல்லா மதிப்புக்களையும் 
கண்டுபிடிப்போம் . இம் மதிப்புக்களை எல்லாம் 

ஒரு 

பொதுக் 
கோவையில் அமைக்கமுடியும் . 

1.3.2 . வரை கணித முறையில் வினுடைய பொது மதிப்பினைக் 
கொடுக்கப்பட்ட sin G ன் மதிப்பிலிருந்து கண்டுபிடிப்போம் . 

அதாவது , sin a = K எனில் , ( ஐக் கண்டு பிடிப்போம் . 
வகை . K ஒரு நேர் எண் . 

நாம் வரைபடம் முலம் , எந்தெந்த கோணத்திற்கு sine ன் மதிப்பு 
அவிற்குச் சமமாக இருக்கிறதோ, அவைகளைப் பின் வருமாறு கண்டு 
பிடிக்கலாம் : 

0 ஐ மையமாய் வைத்து ஏதேனும் ஒரு நீளம் , உதாரணமாக ஒரு 
செ.மீ. ஆரமுள்ள வட்டத்தை வரை X 10X என்பது அதன் விட்ட: 
மாக இருக்கட்டும் . P என்ற புள்ளியை X10X ல் எடுத்து அதன் வழி 
யாக PL ஐ K செ.மீ. நீளத்திற்குச் சமமாகவும் X 10 X க்குச் செங்குத் 
தாகவும் இருக்கும்படி எடு . ட வழியாக X 10 X க்கு ஓர் இணைகோடு 

இந்த இணைகோடு வட்டத்தை A , B யில் வெட்டட்டும் . 
A , B யிலிருந்து X10X க்கு 

வரையப்பட்ட குத்துக் கோடுகளின் 
அடிப்புள்ளிகள் N, M என்று இருக்கட்டும் . 


வரை . 


L 


X 


ML 


P 


N 


ANMB ஒரு செவ்வகம் 
. NA - MB 

MB = PL = K ( அமைப்பு ) 
மேலும் , OA = 0B ( வட்ட ஆரங்கள் ) 

AAON = ABOM . 
AON = d , எனில் , 


. 


படம் -4 


: 


BOM = AbN 

= d என்று நமக்குக் கிடைக்கிறது . 
NÔB = 180 ° - BOM 

= 

180 ° - - 
இப்பொழுது , 

NA K 
s ! n NÔA 

K , மேலும் 
OA 
MB K 

K. 
OB 1 


sin MÒB 


12 


திரிகோண கணிதம் 


வட்ட ஆரம் OA அல்லது OB நிலையில் ( position ) இருந்தால் 
கோணத்தின் sine அஃதாவது sin NBA அல்லது sin MOB ன் 
மதிப்பு , கொடுக்கப்பட்ட K க்குச் சமம் . 

வகை II : ( K எதிர் எண் ) 

K எதிர் எண் ஆகையால் , 1 , 4 , B முதலிய புள்ளிகள் 
X10X க்குக் கீழே இருக்கும் . B என்பது மூன்றாவது கால் வட்டத் 
திலும் , A என்பது நான்காவது கால் வட்டத்திலும் ( third and 
fourth quadrants ) இருக்கும் 


sin N04 


NA 
OA 


K 

= K 
I 


M 


0 


P N 


X 


. 


sin MÔB 


MB 
OB 


K 
1 


= K. 


B 


ப 


படம் -5 


ஆகையால் , இவ்விரண்டு வகைகளிலும் எந்த வகையாயினும் 
இரண்டு கோணங்கள் தாம் கிடைக்கின்றன . அவ்விரு கோணங் 
களும் மிகை நிரப்புக்கோணங்களாகவே ( supplementary angles ) 
அமைகின்றன . 

ஏனெனில் , முக்கோணங்கள் AON , BOM 
இரண்டும் சர்வசமம் . 

ஒவ்வொரு படத்திலும் ( படம் 4 , படம் 5 ) வட்ட ஆரம் , 0A 
என்னும் நிலையிலிருக்கும் பொழுது -ஐக் குறித்தால் , அதே நிலை 
27 + d , 47 + d ...... -27 + d , - 47 + d , ... முதலிய கோணங்களை 
முறையே OA ஐ இடமாக 1 , 2 , ...முறைகள் சுற்றும் பொழுதும் , வல 
மாக 1 , 2 .... முறைகள் சுற்றும் பொழுதும் குறிக்கும் . எனவே , ஆரம் 
OA பொதுவாக 27 + d என்ற கோணத்தைக் குறிப்பதாக எடுத் 
துக் கொள்ளலாம் ( என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் 
அல்லது பூச்சியம் ) 

எனவே , ஒரு பகுதித் தீர்வாக 9 = 2m + d என்று நமக்குக் 
கிடைக்கிறது 

... (a ) 
ஆரம் , OB என்ற நிலையில் 180 ° - அதாவது * -ஐக் குறிப் 
பதால் , அதுவே பொதுவாக 2mm + ( x - d ) என்னும் கோணத் 
தைக் குறிப்பதாக நாம் எடுத்துக்கொள்ளலாம் . ( m என்பது ஒரு 
நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் , அல்லது பூச்சியம் . ) 

ஆகையால் , மற்றொரு பகுதித் தீர்வாக , 9 = ( 2m + 1 ) * -d 
என்று நமக்குக் கிடைக்கிறது .............. ( 6 ) 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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( a ), ( 6 ) என்ற இரண்டு கோவைகளையும் ஒன்று சேர்த்து 
G = na + ( -1 ) rd என்ற பொதுக் கோவையை எழுதலாம் . 

( A )) 


( 1 என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் , 

அல்லது , 
பூச்சியம் ; ஏனெனில் , 2m + 1 என்ற ஒற்றை எண்ணிற்கு சமமாக 
இருக்கும்பொழுது ( -1 ) " என்பது -1க்குச் சமமாக இருக்கும் , 
அப்பொழுது கோவை ( A ) , கோவை ( டு ) க்குச் சருவ சமன் . இம் 
மாதரியே , 2 ! என்ற இரட்டை எண்ணிற்கு n சமமாக ருந் 
தால் , ( -1) என்பது +1 க்குச் சமமாக இருக்கும் . அப்பொழுது 
கோவை ( A ) , கோவை ( a )க்குச் சருவசமன் . 


ஆகையால் , sin a 

sin a = K எனில் , விேன் மதிப்புகளைக் கொடுக் 
கும் பொதுக் கோவையாவது , 


-- 


= nr + ( - 1 ) ( d என்னும் கோணத்தை , sindd 
ஆக இருக்கும்படி எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் . ) 


குறிப்பு : 


sing 


= sin d எனில் , 9 


IN + ( - 1 ) " . 


sin G = } எனில் , என் பொது மதிப்பினைக் காண்க 


sin 30 = 


( சூத்திரம் ( 4 ) ) 


* 


sin a = sin 30 ° = sin 


6 


8 


= as + ( -1) 


6 


133. இப்பொழுது , என் பொது மதிப்பினை , கொடுக்கப்பட்ட 

cos ( விலிருந்து கண்டுபிடிப்போம் . 


முன் போலவே , 1 செ.மீ. 

ஆரமுள்ள 

வட்டத்தை எடுத்துக் 
கொள் . அதில் XOX 1 என்ற விட்டத்தையும் , அதன்மீது வட்ட 
மையம் 0 விலிருந்து - OP = K செ.மீ. 

என்னும்படி 
புள்ளியை எடுத்துக்கொள் . 


P என்ற 


கொடுத்த K என்னும் எண் நேராக இருந்தால் 

இருந்தால் P என்னும் 
புள்ளி என் வலப்புறம் அமையும் . K என்பது எதிராக இருந்தால் , 
P , 0 ன் இடப்புறம் அமையும் . 


திரிகோண கணிதம் 


மேற்கூறிய வகைகளில் எவ்வகையாயினும் , P வழியே செல் 
லும் XPX " ன் குத்துக் கோடு , வட்டத்தை A , B என்ற இரு 
புள்ளிகளில் வெட்டும் . 


A 


x 


X 


X 


PI 


P 


B 


8 
படம் -6 


படம் - 7 


படம் 6 , படம் 7 ஆகிய இவ்விரு படங்களிலும் , 

OP K 
OA 


ces ( XÔA) 


= K 


மேலும் , 


cos ( BOX )) 


OP 
OB 


= 


K 
I 


= K. 


முக்கோணங்கள் POA , POB இரண்டும் சருவ 

சமனாகையால் 
xbA = d எனில் , XOB , எதிர்த் திசையில் இருப்பதாலும் அள 
வில் சமமாக இருப்பதாலும் , 

க்குச் சமம் . 
ஆகையால் , 

வட்ட ஆரம் OA என்ற நிலையில் இருக்கும் 
பொழுது , என் ஒரு மதிப்பு d ஆகும் . எனவே , வட்ட ஆரம் 
OA என்னும் நிலையிலிருந்து பல முறைகள் ( வலமாகவோ அல்லது 
இடமாகவோ ) சுற்றி 

மீண்டும் OA க்கு வந்து சேர்ந்தால் , 
27 + d என்ற கோணத்தை பொதுவாக பெறுவோம் ( 1 என்பது 
ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் ) 

இம்மாதிரியே , வட்ட ஆரம் OB என்ற நிலையிலிருக்கும் பொழுது 
-- d என்ற கோணம் கிடைப்பதால் , OB யிலிருந்து பலமுறைகள் 
( வலமாகவோ இடமாகவோ ) சுற்றி மீண்டும் OB க்கு வட்ட 
ஆரம் வந்து சேரும் பொழுது , 

2mr - d 

கோணத்தை 
( பொதுவாக ) அடையலாம் . ( m ) என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் 
முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் ) 
ஆகையால் , விற்கு இரு பகுதித் தீர்வாகக் கிடைப்பது , 
9 

= 2m + d ............ ...... ( a ) 
9 = 2mr - d ....................( 6 ) 


என்ற 
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திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 


K என்று 


( a ) . ( b ) இரண்டையும் இப்பொழுது ஒன்று சேர்த்தால் , பொதுத் 
தீர்வாகக் கிடைக்கும் கோவையாவது , 9 = 2m = d . ( 1 என்பது 
ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் , அல்லது பூச்சியம் )......... ( A ) 

ஆகையால் , cos 9 = K எனில் என் மதிப்பைக் கொடுக்கும் 
பொதுக்கோவை , 9 = 2rt = d ( n என்பது 

2rm = d ( n என்பது ஒரு நேர் அல்லது 
எதிர் முழுவெண் , அல்லது பூச்சியம் ) ( cosa 
இருக்குமாறு 3 எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும் ) 
குறிப்பு : cose = cos d எனில் 9 

2nm + d . 
உம் : cose - எனில் என் பொது மதிப்பைக்காண் . 
cos 120 = -cos 60 ° = - } ( சூத்திரம் ( 5 ) : ( 4 ) ) 

27 
cos 9 = cos 120 

3 


.. 


= ( 08 


2 க 


9 = 2nm + 


3 


1 3.4 . கொடுக்கப்பட்ட tan g மதிப்பிலிருந்து பின் பொது மமதிப் 

பினைக் கண்டு பிடிக்க . 
ஏதேனும் ஒரு நீளம் , உதாரணமாக 2 செ.மீ. நீளமுள்ள MN 
என்ற நேர் கோட்டை வரைந்து அதன் மையப்புள்ளி 0 ஐ எடுத் 

NA = MB 
துக்கொள் . N. M வழியே MN க்குச் செங்குத்தாக NA 
( = K செ.மீ.) என்ற இரு கோடுகளை வரை . 


S 


Mi 


-4 


N 


- 


-- 


X 


M 


B 


படம் - 8 


படம் - 9 


K நேர் எண்ணாக இருந்தால் படம் 8 ம், K எதிர் எண்ணாக 
இருந்தால் படம் 9 ம் நமக்குக் கிடைக்கின்றன . இவ்விடு படங்களிலி 
ருந்தும் , 

NA K 

= K. 
ON I 


tan xóa 


மேலும் , 


--BM 


tan XÔB 


MB 
ON 


- No - f = K. 
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திரிகோண கணிதம் 


முக்கோணங்கள் MOB , NOA யில் 

BM = NA = K. 
MO = ON = 1 செ.மீ., 
ÎM = 90 " 

= N. 
ஆகையால் , MOB = NDA . 
எனவே , BOA என்பது ஒரு நேர்க்கோடு . 

NO 

== d எனில் , NOB = x + ( படம் 8- படம் 9 ) 

, 
ஆகையால் , ஒரு பகுதித் தீர்வாக G = 2+ + d என்றும் மற்றொரு 
பகுதித் தீர்வாக 9 = 2mr + ( x + d ) என்றும் கிடைக்கின்றன . 
(Km என்பவை 

அல்லது எதிர் முழுவெண்கள் அல்லது 
பூச்சியம் ) 

மேற்கூறிய இரு தீர்வுகளையும் ஒன்று சேர்த்தால் 9 = m + c ! 
என்ற பொதுத்தீர்வு கிடைக்கின்றது . ( n என்பது ஒரு நேர் அல்லது 
எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் . ) 

ஆகையால் , tar 9 K எனில் என் மதிப்பைக் கொடுக்கும் 
பொதுக்கோவை , 9 = m + d ( 3 என்பது ஒரு நேர் அல்லது 
எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் ) ( kan d = K 

d = K என்று 
இருக்குமாறு ஐ எடுத்துக்கொள்ளவேண்டும் ) 

குறிப்பு : tang tard எனில் 9 * + d . 


நேர் 


1 


உதாரணம் : tall 9 


எனில் என் பொது மதிப்பை 


V 3 


காண்போம் . 


tan 150 ° = tan ( 180 ° - 30 ° ) 


1 


-tan 30 ° 


11 


-- 


V 3 


tang = tan 150 ° = tan 


5m 
6 


50 


.. 


9 = mm + 


6 


1.3.5 . sing . cos 9 அல்லது 1an என் மதிப்புக் கொடுக்கப் 
பட்டு அதிலிருந்து பொது மதிப்புக் கோவையை வேறு முறையில் 
கண்டுபிடித்தல் 

sing = K எனக் கொள் . கோணம் d ஐ sin d = K என்று 
இருக்குமாறு கண்டுபிடித்துக்கொள் . 
ஆகையால் , sing - in di 0 . 

os I + d 9 
அதாவது , 2 cos 

L 

= 0. ( சூத்திரம் ( 7 ) ) 
2 

2 
9 + 

0 


o + d . sin 


cos 


2 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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G - d = 0 


அல்லது sin 


( 
2 
) 


2 


ஆகையால் , 


9 + d 

2 


= ( 2m + 1) * ( ( 1 ) லிருந்து ) 


அல்லது , 8 + d = ( 2m + 1 ) * 

( a ) 
( m என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
பூச்சியம் . ) 


( 2 ; லிருந்து 


9 - d 

2 


sin , = 0 ( சூத்திரம் ( 7 ) 
2 sin 0 d. sin 

sio 0-2 


அல்லது , 9 + d = 2m 

( b ) 
( 1 என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
பூச்சியம் ) 

( a ) , ( 6 ) இரண்டிலிருந்தும் வரும் பொதுக்கோவை 
G = ni + ( -1 ) ^ d . 

இம்மா திரியே , cos 8 - cos d ஆனால் 

cos 9 - cos d = 0 

6 + d 
ஃ 2 Sin 
2 

9 - d 
அல்லது , 

= 0 . 
2 

G + d 
ஆகையால் Sin 

( 1 ) 
9 - d 
அல்லது , sin 

2 

9 + d 
( 1 ) லிருந்து , 

2 

அல்லது 8 + d = 2m ... 
( m என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
பூச்சியம் ) 

8 - d 
( 2 ) லிருந்து , 

2 
அல்லது 9- = 20 

(b ) 


... 


= 


- 


= mm 


( 
a 
) 


1 
. 


1 
.. 


( என்பது , ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் , அல்லது 
பூச்சியம் ) 


2 
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திரிகோண கணிதம் 


( a ) , ( b ) லிருந்து கிடைக்கும் பொதுக்கோவை ,, 6 = 2n + d 
( n என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் ) 

tang = tand எனில் , 
sin a sio a 

= 
cosa 





= 0 . 


cos 


= 0 . 


அல்லது , 
sin a cos - cos I sind 0 . 
அஃதாவது , sia ( 9 - d ) 
ஆகையால் 

9 - d = nm 
அல்லது , 

9 = nr + d .. ( n என்பது ஒரு நேர் 
அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம் ) 
1.36 . சில திரிகோண விகிதச் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கும் 
V5-1 

V5 + 1 
பொழுது sin a 

அல்லது 

எனக் கிடைக்கும் . 
4 


4 


அதற்காக நாம் இப்பொழுது Si . 18 ° = 

V5-1 

என்றும் , sin ° 54 ° 


4 


V5 + 1 

4 


என்றும் நிரூபிப்போம் . 


நிரூபணம் : 

9 = 18 ° எனில் . 

50 = 90 ° 
அதாவது 30 + 29 = 90 ° 

ஆகையால் 30 = 90 ° - 29 
எனவே cos 39 = cos ( 90° -29) 

sin 29 
ஆனால் cos 30 

= 4 cos0-3 cos 9 ( சூத்திரம் ( 19 ) ) 

sin 20 = 2 sing . cos9 ( குத்திரம் ( 9 ) ) 
ஆகையால் , ( A ) விலிருந்து கிடைப்பது , 

4 cos 0-3 cosa = 2 sing . cos 9 
அதாவது , cos g { 4 cos 9-3-2 sin g } = 0 . 

( B ) 
ஆனால் 8 

18 ° ; ஆகையால் cns a + 0 . 
ஃ ( B )யிலிருந்து 4 cus G - 2 sing - 3 = 0. என்று கிடைக்கும் . 
அதாவது , 4-4 sin 9-2 sin e - 3 = 0 . 

: 4 sing + 2 sin g - 1 = 0 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டைத் தீர்த்தால் 


sin a 


2 + / 4 + 16 

8 


== 


2- 2/5 

8 


V5- 1 

அல்லது 
4 


V5 - 1 

4 


V5 


9 , 18 ° ஆனால் sin 9 + 


1 

( :: 9 முதல் கால் வட்டத் 
4 
தில் அமைந்துள்ளது . ) 

V3 
அதாவது , sin 18 ° 


V5-1 


.. 


sin a = 


4 


4 


V5 + | 
இப்பொழுது , cos 36 ° = 

என நிரூபிப்போம் . 
4 


ரூபணம் : 

cos ? A = 1-2 sin A ( சூத்திரம் ( 9 ) ) 
ஆகையால் A க்கு 18 ° பிரதியிட 
cos 36 ° = 1 - 2 sin : 18 ° எனக் கிடைக்கிறது . 

V5 

5 

1-2 . 
அதாவது , cos 36 ° 

4 


( 


1 } 


6 


2 / 5 ) 


= 1 


8 


2 + 2/5 V5 + 1 


8 


4 


V5 + 1 

4 


ஆகையால் , cos 36 ° 


குறிப்பு : 72 ° யும் 18 ° யும் நிரப்புக் கோணங்கள் . 

V5- 1 
ஆகையால் co1 72 ° sin 18 ° 

4 


V5+1. 


sin 54 ° = cos 36 ° 


4 


1.37 a cos 9 + b sin c = c என்னும் சமன் பாட்டைத் தீர்க்க , 

வகை 1 . a cos G + b sin a = c ( கொள்கை ). 
Va + 6 ஆல் முழுவதும் வகுக்க . 
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திரிகோண கணிதம் 


sin g = 


a 


cos O + b 
Va + 62 

va + be 


C 
var + be 

( I ) 


a , b கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் 


இன் மதிப்புக் கிடைக்கும் . 


u 


4 


u 


b 
A என்னும் கோணத்தை tan d = என்னும்படி எடுத்தால் , 
கணித அட்டவணையிலிருந்து இன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்கலாம் . 

b 
எனவே , tand ஆனால் , 

cos d விற்கும் , 

Va + 62 
b 

sin d விற்கும் சமமாகும் . 
va + b2 


a 


C 


( 1 ) லிருந்து , cos a • cos G + sin a • sin a 

எனக் 

Va + 62 
கிடைக்கிறது . கணித அட்டவணையிலிருந்து என்னும் கோணத்தை 
cos B = 

என்னும்படி கண்டுபிடிக்கலாம் . ஆகையால் , 
Va + bs 
cos a cos G + sin asin a = cos 8 . 
அதாவது , 

cos ( e - d ) = cos G. 
ஆகையால் , 

9 - d 2nx + B. 
அதாவது , 

9 2 n + + d = 3 . 


குறிப்பு ( 1 ) : c > Va + 62 ஆனால் , 

1 ஆகும் . 

Va + 62 
ஆகையால் , B என்ற கோணத்தைக் கண்டுபிடிக்க இயலாது . 


C 


இம்மாதிரி நிலையில் , a cos 9 + b sin a = c என்னும் சமன் 
பாட்டிற்குத் தீர்வுகாண முடியாது . 

குறிப்பு ( 2 ) : C எதிர் எண்ணாயின் , c நேர் எண் ஆகும் . 
அஃது சமயம் , B என்னும் கோணத்தை cos B 

என்னும் 

Va + b2 
படி கண்டுபிடித்து , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை cos G. cos + 
sing.sind cos B = cos ( r - B ) என்று மாற்றியமைத்துத் 
தீர்வு காணலாம் . 


S 


குறிப்பு ( 3 ) : - என்னும் கோணத்தை sin d , 

க்குச் 
Va + b2 
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சமமாகவும் , B என்னும் கோணத்தை sin s , 

க்குச் சமமாக 

va+ b2 
வும் இருக்கும்படி கண்டுபிடித்தால் , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
a cos 9 + B sin a = CC ஐ , sin ( e + d ) = sin B என்று மாற்றி 
யமைத்துத் தீர்வு காண இயலும் . 


C நேர் எண்ணாக இருந்தால் , நேர் எண்ணாகவும் C எதிராக 
இருந்தால் B எதிராகவும் இருக்கும் . எனவே , C நேர் எண்ணாக 
இருக்கும் பொழுது , sin ( g + d ) = slD 8 ஆகவும் , C எதிர் எண்ணாசு 
இருத்தால் , sin ( a + d ) = sin ( -B ) ஆகவும் இருக்கும் . 


9 
வகை I t = tan எனக் கொள் . 

2 


. 


ஃ 


cos 9 


1 
. 


1 + 


sing 
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2 ; ( சூத்திரம் ( 11 ) ) 
1 + 1 


எனவே , 


a cosG + b sin a 


C என்னும் சமன்பாடு , 


1 - 12 

2t 
a 

+ b . 
1 + 12 

= C என்று மாறும் . 

1 + 12 
i ( c + a ) - 2bt + c - 


. 


a = 0 . 


( A ) 


( A ) யிலிருந்து , 1 க்கு இரு மதிப்புக்கள் கிடைக்கின்றன . 
அதாவது , tan க்கு இரு மதிப்புக்கள் 

க்கு இரு மதிப்புக்கள் கிடைக்கின்றன . அட்ட 
வணையிலிருந்து உக்கு இரு மதிப்புக்கள் பெறலாம் . இம் 
க்கு 

இம் மதிப்புக் 
புக்களை இரட்டித்தால் என் இரு மதிப்புக்களும் கிடைக்கும் . 
குறிப்பு : 

டிக்கு 
ஈன் மூலம் கிடைக்கும் இரு மதிப்புக் 
களில் ஏதேனும் ஒன்றே அல்லது இரண்டுமோ நான்கைக் ( 4 ) காட்டி 

9 
டிலும் பெரிதாக இருக்குமாயின் அட்டவணையின் மூலம் இன் 
மதிப்புக்களைச் சரியாகக் கண்டுபிடிக்க இயலாது . ( கணித அட்டவணை 
யைப் பார்க்கவும் ) 


tan 


வகை 


2 


எனவே , வகை , வகை 11 ஐக்காட்டிலும் , எப்பொழுதும் 
பயன் தரத்தக்கது . 
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திரிகோண கணிதம் 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


1.38 


மாதிரி 1 : தீர் : - 3 cos 29 + sin 0 = 1 . 


cos 20 = 1 - 2 sin 8 ( சூத்திரம் ( 93 ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் 
cos 20 = 1-2 sin எனப் பிரதியிட 3 ( 1 - 2 sing) + sine - 1 = 0 
எனக் கிடைக்கிறது . 


- 


. sines sin e - 2 = 0 . 
அதாவது (3sine 2 ) ( 2 sin a + 1 ) = 0 . 
.. 

sive அல்லது , 
sin 


கணித அட்ட வணையிலிருந்து , 

sin 41 ° 49 = என்று கிடைக்கிறது . கோணம் 41 ° 49 ஐ 
ஆரையின் அளவில் சுலபமாகச் சொல்ல முடியாததால் என் பொதுக் 
கோவையில் , என்பதற்கு 180 எடுத்துக் கொள்ளுகிறோம் . 


ஆகையால் , 
e = n . 180 ° + ( -1 ) " . 41 ° 49 ( $ 1-32 ) 
sine 

இலிருந்து 9 = nm - ( -1) . 


தீர்வு ( i ) ) 
[ தீர்வு ( ii ) ) 


6 


மாதிரி 2 : தீர் : 
2 

cas 28 + 5 cos 0 = 2 . 
cos 2 0 = 2 cos 9 - 1 ( சூத்திரம் ( 9 ) ) என்று கொடுத்த 
கோவையில் பிரதியீட , 

2 cos 0 - 1+ 5 cos e - 2 = 0 என்று கிடைக்கிறது . 
அதாவது , 2 cos 0 + 5 cos 0-3 = 0 . 

( 2 cos 8-1 ) ( cos 0 + 3 ) = 0 . 
ஆகையால் , 

cose = அல்லது , 
cose 

- 3 . 


( cos e = - 3 ; ஏனெனில் , cos ன் மதிப்பு - 1 க்கும் + 1 க்கும் 
இடையேதான் இருக்க முடியும் . 


cos 0 = . என்ற தீர்வு தான் 


ஆகையால் , 
ஒப்புக்கொள்ளத்தக்கது . 
ஆனால் , 


cos 60° = . 
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28 


ஆகையால் , 


cos e = cos 60 ° = cos 


* 


3 


எனவே , 


e = 2 mm + 


* ( s 1-3.3 ) 


மாதிரி 3 : தீர் : - tanx - V3 cof x + 1 = 


V3 


tan x + 1 
1- v3 ( cof x + 1 ) = 0 ( கொ 

0 ( கொள்கை ) . 


அதாவது , ( tap x +1 ) - V3 ( 


1 + tan x 

tan 


* ) 


அல்லது , tan x ( tan x + 1 ) - V3 (tan s + 1 ) = 0 . 


அதாவது , ( tan x + 1 ) ( tan x - V3 ) 


ஆகையால் , 


tan x = 

x = = 


-1 அல்லது 


tan x = 


V3 


tan x = 


-1 என்ருல் , 


x = nm 


* (81.3.4 ) 
4 

( தீர்வு ( 1 ) ] 
X = nx + 

( தீர்வு ( ii ) ] 
3 


lan x = V3 என்றால் , 


. 


மாதிரி 4 : 

தீர் : 

sin a = 4 cos ( 9 + 30 " ) 
sin a 

= 4 cos ( 9 + 30 ° ) ( கொள்கை ) 

4 { cos G. cos 30 ° - sin G. sin 30 • } ( சூத்திரம் ( 6 ) ) 
sin a { 1 + 4 sin 30 ° } = 4 cos I cos 30 ° . 
அதாவது , sin g { 1 + 4 . } } = 4 . cos . av , ( சூத்திரம் ( 4 ) ) 

tan a = v2. 

= tan 49 ° 7 
எனவே , 0 = n 180 ° + 49 ° 7 ( $ 1.3.4 ) 
மாதிரி 5 : 0 + 
= mm + ( -1 ) , ம் 

4 
= 2nm + 

2 = 7 ம் ஒரே கோணங்களைக் குறிக் 
கின்றனவா ? ஏன் ? 


M 


6- 


4 
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திரிகோண கணிதம் 


6 + T 


= na + ( -1) . என்னும் கோவை , 

6 


sin 


sin 


ன் பொதுத் தீர்வு . 
6 


( 0+ 

ச ) 
( 0+ T )= 


அதாவது , sin [ e + 


= ) 


G 


2 mr * 


என்னும் கோவை , 


4 


3 


COS 


* ன் பொதுத் தீர்வு . 


005 (0 

( e - T ) 
அதாவது , cos ( a - 

(0-1 ) 


( ii ) 


ஆனால் , சமன்பாடு ( லிருந்து உடனடியாகவே சமன்பாடு ( li ) ஐப் பின் 
வருமாறு கொண்டுவரலாம் . 


60s (a- + ) 


= Cos 


( சூத்திரம் ( 5 ) ) 


4 


( 4 

-9 ) 
-- ( T - 9 )} 


= sin 


-- 


( சூத்திரம் ( 5 ) ) 


அதாவது , 


= sin 


= 8in 


( - ++ 9) 

( ++ 8 ) 
sin ( a + + ) 


= sin 


ஆகையால் , 


sip 


5. 


( 6+ 


T ) - 
( 6 - T ) 


COS 


= ம் 


ஒரே 


சமன்பாட்டைக் குறிக்கும் . 


ஆகையால் , இவ்விரு சாயங்களிலிருந்து கிடைக்கும் இன் பொதுக் 
கோவை ஒன்றாகத்தான் இருக்கும் . 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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T 


T 
8+ = mm + ( -1) --- என்னும் கோவையைக் குறிக்கும் 
4 

6 
வட்ட ஆர நிலைகள் ( இரண்டு நிலைகள் . ஒன்று n ஒற்றை எண்ணாக 
இருக்கும்பொழுதும் , மற்றது n இரட்டை எண்ணாக இருக்கும் பொழு 
தும் ) , 9 + = 2nx + 
4 என்னும் கோவையையும் 

குறிக் 
கின்றன என்பதை நாம் படம் வரைந்து நன்கு அறியலாம் . 


T 


3 


= 2 . 


மாதிரி 6 : தீர் : V3 sin 20 + cos 26 

a cos 9 + b sin a = c என்னும் சமன்பாடு கொடுச்கப்பட் 
டால் , Va + b ஆல் சமன்பாட்டை வகுக்க வேண்டும் . 

V3sin 20 + cos 20 = 2 ( கொள்கை ) 
V3 +1 ஆல் முழுவதும் வகுக்க . 


.. 


sin 28 + } cos 20 = 


20 


அல்லது , cos 30 ° . sin 20 + sin 30 ° cos 20 = 1 . 


அதாவது , sin ( 20 + 30 ) 


- 


sip 90 ° 


sin ( 20 + 


( 2 

* ) = sin " 
20 + * = x + ( -1 ) " ( S 1-3.2 ) 
0 = 


+ ( -1) 


4 


12 


மாதிரி 7 : தீர் : 4 cos x 


3 sia x + 2 = ( 


t = tan 


x 
எனக்கொள் . 


1-13 


.. 


Cos X = 


1 + 12 


sia x 


21 
1 + 12 


( சூத்திரம் 11 ) 


cos x . sin x , மதிப்புக்களைக் கொடுத்த சமன்பாட்டில் பிரதியிட . 
1-12 

2t 
1 + 12 1 + 12 


+2 


அதாவது , 4 ( 1--1 ) -- 6t + 2 (14 " --- ( ) 


26 


திரிகோண கணிதம் 


அல்லது , 13 +31 - 3 = 0 

-3 + V9 + 12 

2 


. 


-- 


3 + 4583 

2 


0.7915 அல்லது -3-7915 


அதாவது , tan 


07915 = tan 38 22 அல்லது 


2 


X 


an 


-3-7915 


- 


= tan ( -75 ° 13 ) 


2 


எனவே , 


x = 1.360° + 76 ° 44 அல்லது 
* = n 360 ° -150 26 


மாதிரி 8. 5sin x - 7 cos x ன் மிகப் பெரிய , மிகச் சிறிய 
மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடி . 


5sin x - 7 cos x = 


V52 - 72 


= 


[ vs + yo aia x -v ++ 20 ) 
v ஈ [ 

vT [an ( 3-4 ) 


sins . cos d - cos x.sind 


) 


tan d = 1 


ஃ d = 54 ° 28 ) 


. 


5 sin x - 7 cosx = 47 4 


= V7 + sin ( x - 54 28 ) 


sin என் மிகப் பெரிய மதிப்பு 1 என்றும் , sin ன் மிகச் சிறிய 
மதிப்பு -1 என்றும் - நமக்குத் தெரிந்ததே . ஆகையால் , x க்கு 144 • 

In x - 7 cos X க்கு V 74 sia 90° , அதாவது V74 
என்ற மிகப் பெரிய மதிப்புக் கிடைக்கிறது . 

மதிப்புக் கிடைக்கிறது . இதேபோல் , 3 க்கு 
- 35 32 என்று பிரதியிட்டால் 5 sin.x - 7 cos X க்கு V74 . sin ( -90 ° ) 
அதாவது - V74 என்ற மிகச் சிறிய மதிப்புக் கிடைக்கிறது . 


மாதிரி 9. பெருக்கல் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 

sin 10x + cos 20x = 0 ஐத்தீர் . 


sin 10x = 


COS 


( 5 - 10x ) 


( சூத்திரம் ( 5 ) ) 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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sin 10x + cos 20x = 0 என்னும் சமன்பாட்டை 


COS 


( 3 - 10x) 


+ cos 20x 


0 என்று மாற்றியமைக்கலாம் . 


அதாவது , 


2 cos | 5x + 


( சூத்திரம் 7 ) ) 


ஆகையால் , 


( 5x + T ) cos(15 :- + ) = 0 

cos( 5 -) = 0 

( 15x - T ) - 


cos ( 5x + 


= 0 = cos 


அல்லது 


4 


2 


( 
20 ( 5 ) 


COS 


= (0 = cos 


T 


5x + 


2n + 


அல்லது 


4 


15x 


T 
2nx + 

2 


E 
/ 


4 


N 


T 


T 


எனவே , 


21 


+ 


5 


அல்லது 


10 


20 


T 


T 


அ 


2n 


+ 


15 


30 


60 


மாதிரி 10. taap 0 = cot q0 என்னும் 

என்னும் சமன்பாட்டைத் 
தீர்த்து பின் பல்வேறு மதிப்புக்கள் கூ . வி . இல் இருக்கின்றன 
எனக் காண்பி . 

( கூ.வி. : A.P. ) 


tan pe = cot q6 ( கொள்கை ) 


= tan ( + - 

q9 


T 
pe = nr + 

2 


-- 


40 


0 ( p + q ) = nm + 


2 


T 

+ 


e | 

p + q 2 ( p + g ) 
( n = 0 , +1 , +2 , = 3 .................. ) 
ஆகையால் , என் பல்வேறு மதிப்புக்களாவன , 
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திரிகோண கணிதம் 


2n 

+ 
p + g 


2 ( p + q ) p + q 


+ 

2 ( p + q 2 p + g ) 


T 


இவைகள் ஒரு கூட்டுவிருத்தியில் 


+ 
p + q 2 ( p + q ) 
( கூ.வி. ) அமைகின்றன . 


இந்த கூ.வி.யின் பொது வித்தியாசம் 


T 


( common difference ) 


p + q | 


மாதிரி 11. தீர் : ta ] x + tax 2x + tan 3x = 0 

t = tan x எனக்கொள் . 


tan 2x 


2 ! 
1-2 ! 


( சூத்திரம் ( 11 ) ) 


3t -1 
tan 3x = 
1-32 

சூத்திரம் ( 12 ) ) 
tan x + taa 2x + tan 3 x = 0 ( கொள்கை ) 


t + 


2 

31-13 

+ 
1-12 1-31 


0 . 


+ t 


3-12 ) 
1-- 32 


அதாவது , 1 {1+ 

{1 + - ) 
{ i = 
( - 


அல்லது , 


t 


3-12 
+ 

1-313 


} 


o 


2 


2- 412 

* ) ( 1 - 31 
2 : 1 ( 3-1 ) ( 1-2t ) = 0 


} - 0 


1 = 0 அல்லது , 
1 = + V 3 அல்லது 


1 


V2 


அதாவது , 


tan x = 0 = tan 0 அல்லது , 


ta0 x = 


+ V 3 


= tan 


( 


T 
+ 

3 


* ) 


1 


அல்லது , 


tan x = + 


= tan ( + 35 ° 16 ) 


V2 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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எனவே , 


x = mm அல்லது 


X = MT + 

3 அல்லது , 
x = 1180 ° + 35 ° 16 . 


8 


மாதிரி 12. தீர் : cosex sin 3x + sin x . cos 3x = 
sin 3x = 3 sin x 

4 sinsx ; 
cos 3x = 

= 4 cosex - 3 cos x ( சூத்திரம் ( 12 ) ) 
cos3x • sin 3x + simix . cos 3x = * ( கொள்கை ) 
cosex (3sin x – 4 sins + sinex ( 4cosix - 3 cos x ) = } 
அகாவது , 3 sin x cos x ( cos x 

( – sinºx ) 

sla2x ) = . 
அல்லது .sin 2x . ( cos 2x ) 

2 . ( சூத்திரம் 9 ) ) 


11 


அல்லது , , sin4x 


11 


நல 


( சூத்திரம் 9 ) ) 


T 


எனவே , 


sip 4x 


1 

= sin 


2 


7 


4x = nx + ( -1) 


- 


2 


அல்லது , 


x = T + (-1) 


8 


அப்பியாசம் 1 ( ஆ ) 


கண்டுபிடி : ( கேள்விகள் 1 


என் பொதுக் கோவையைக் 
லிருந்து 10 வரை ) 


T 


1. sing 


, 


V 3 
2 


விடை 9 = mm + ( -1) ^ 


3 


1 


T 


2. sin a = 


| 


* 


[ விடை 9 = mw - ( -1) 


- 


) 
) 
] 


V 2 


4 


1 


3. cos G 


( வி 


விடை 9 = 2nx = 


* 


2 


3 


2 


4 . 


sec G = 


50 
விடை 9 = 2ns * 


V3 


ЗА 


5 . 


sec ) 


- V2 


விடை 0 = 2nm + 


) 


4 
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திரிகோண கணிதம் 


6 


coseco 


( விடை 9 = n 180 ° - ( -1 ) 

19 ° 28 ] 


* 


T. tan 9 = 3 


விடை 0 = nx + 


3 


] 
| 


8 


cos : G = 


35 


( வி . 
( வி 
( 


1 
3V3 


விடை 8 = nm 


3 ) 


9. sec 8 = 4 . 


T 
விடை = 2x + 

3 


* 


. 


20 
8 = 2ns + 

3 


) 


4 


10. cosec 9 = 


( விடை 9 = x + ( -1) 


3 


e = nm + ( -1 ) ^ 


] 


3 


11. cos G = 


1 

; tan 
V2 


* 


1 என்னும் இரு சமன்பாடுகளின் 


5 


பொதுக் கோணம் பின் பொது மதிப்பு ( general value ) 2nm + 


4 


எனக் காண்க. 


} ; cos ( e - p ) = - எனில் 8 , ஐக் கண்டு 


12. sin ( + p ) 
பிடிக்க . 


T 


( 


T 

T 
விடை 8 = ( n + m ) + ( -1 ) w 
* 

12 


+ 


- 


3 


* 


= 


* ( n - 2m ) + ( -1 ) " 


+ 


1 


12 


3 


1 


13. tan ( + ) 


v3 

cos ( 0-20 ) = ! எனில் , ஐக் கண்டு 


பிடிக்க . 


விடை 0 = 


ஜா 
3 


( n + m ) + 


증 


It 


T 

. 
9 


9 


= + (n - 2m )+ " 


* 
+ 


kla 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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14 . 


cose = 


tan ; sin e 

sin e = sec ) என்றால் 9 , ஐக் கண்டு 


TV 


( 


விடை e = 


2 {m + 1) [ ; 


பின் வருவனவற்றைத் தீர் : 

15. 4 cose - 3 secG = 2 tane 


T 


( 


விடை 9 = nm + ( -1 ) 


10 


8 n 

= mm - ( - 1 


3r 
10 


16. 11 sece + 3 tan G = 20 cos 8 

( விடை 0 = n ( 180 ° ) + ( -1 } 1 36 ° 5- ; 

6 = n ( 180 ° ) - ( - 1 ) ^ 48 ° 35 ] 


T 


17. sin x = cos 2x 


விடை x = x + ( -1) n 

6 


; 


x 
x = m _ (-1) 

( -1) 


2 


18. 2 cos 0 + 3 sin a 


- 3 = 0 . 


m 


( 


விடை 9 = mr + ( -1) 2 
0 = w * + ( - 1) 

ww * 


6 


19. + 6 
4 cos 20 + 6 sin o - 5 = () 

( விடை 0 n ( 190 ° ) + ( -1 ) r 30 ° ; 

0 = m ( 180 ° ) + ( -1 ) m 14 ° 29 ] 
20. 22 coto - 32 coseco + 32 = 0 

( விடை 0 = n ( 180 ° ) + ( -1 ) ^ 53 ° 8 ; 

0 = m ( 180 ° ) + ( -1) 48.35 ] 


21 , ) 2 sin * * + sin 2x 


2 ) asin s + 


= 2 


விடை x = ( 2n + 1 ) 2 


x = ( 2m + 1 ) 

] 
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22. 2 tan x = 7 - 3 sec x 

( விடை x = n ( 360* ) + 48 * 11 ; 

x = n { 360 ° ) = 109 ° 28 ] 
23 . tan G + 4 cot 20 + 1 = 0 


T 


விடை 8 


விடை 8 = nx 


4 


0 = n ( 180 ° ) + 63 ° 26 ] 
24 10 sin29 - 21 sin e.ccs 0 + 9 cos 8 = 0 

விடை 0 = n ( 180 ° ) + 56 ° 19 ; 

m ( 280 ° ) + 30 ° 58 ] 
25. sec 0 - ( V3 + 2 ) tan 0 + ( V3-1 ) = 0 

T 
விடை 88 = MT + 

3 


( வி . 


8 = 7 


26 . 


ஈ ) 
* ) 


tane + sec G = 13 


விடை 0 = 2nm + 6 


27. ( + 

oor ( + -8) - scor ( ++ ) 


T 


1 


T 
விடை 8 = nx + 

= 


1+ 


+ 


6 


28. tape = 1 . 


sec 20 


(விடை 9 = nm ; 


e 


2 


8 


29 . 


cos 0 = 2sin ( e + 10 °) 


( விடை 0 = n ( 180 ) + 18 ° 20 ] 


30. sin x = cos d என்னும் 


சமன்பாட்டைத் 


தீர்த்து , 


(2n + m 

al என்ற இரு கோவை 

2 
களும் ஒரே கோணத்தைக் குறிக்கின்றன எனக் காண்க 


. 


31. Vsin 20 + cos 28 = 2 


T 


T 


விடை 8 


1 2 + ( - 1,4 


12 


] 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 
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32 . 


lan x - V2 sec x = V3 


( விடை 


விடை x = x + 


* +(-1) - ] 


33. sin a + cos e = V2 


* 


T 


விடை 0 = 1m + ( -1 ) " 2 


4 


34 . 


8 cos G + 15 sin a = - 5.1 

( விடை 0 = n ( 360 ° ) + 169 ° 24 ; 

e = ] ] 360 ° ) +3 4 ° 24 ] 
cos x + V3 sin x = 1 

( விடை x = 2nm ; 


35 . 


T 


x = 2nm + 23 


= 41 


36. (18 ) cos 0 + ( 7.5 ) sin e = 3.2 

( விடை 0 = n ( 360 ° ) + 142 ; 

0 = 11 ( 360 ° ) + 11 ° ] 
37. 80 sin e + 18 cos O 

(விடை 0 = n ( 360 ° ) + 17 ° 21 ; 

8 n ( 360 ) + 137 ° 19 ) 
38. 6 cos x 
6 cos X - 8 sin x = 9 

[ விடை x = n11360 ) - 53 ° 8 + 25 ° 51 ) 
39. 5 sin o - 12 cos 8 = 3.25 

( விடை 0 = 11 ( 360 ° ) - 22 ° 37 + 104 ° 29 ] 
40. tan x + tan y = V2 ; tan x . tany = / 2 - 1 எனில் , 
tan x , lan y ஐக் கண்டுபிடித்து , அதிலிருந்து , x , y ஐக் காண்க 


( --- 


T 
விடை x = mx + 

8 


; 


m 
y = n * + 

4 


. 


T 


x = n + 


- 


. 


y = mm + 


4 


8 


) 


41. 4 cos X - 3 sin x + 2 = 0 . 

( விடை x = n ( 360 ° ) + 

76 ° 44 ; x = n ( 360 ) - 150 ° 26 ) . 
பின்வரும் கோவைகளை R cos ( 0 + d ) என்ற உருவத்தில் 
மாற்றி அமைக்க ( கேள்விகள் 42 லிருந்து 45 வரை ) 

42 , 4 cos ( g ) + 15 sin a [ விடை V241 cos ( e - 75 4 ) 
43. 8 cose + Ssia e [ விடை 10 cos ( 0-36 ° 52 ) 
3 


34 


திரிகோண கணிதம் 


-- 


44. 5 cos G V24 sing ( விடை 7 cos ( e + 44 ° 25 ) ] 
45 . 12 cos 0 - sia 8 . ( விடை 13 cos ( 9 + 22 ° 37 ) ] 

46. 3 cose 40 sin 6 , 2 sin a + 15 cos G முதலிய கோவை 
களின் மிகப் பெரிய , மிகச் சிறிய மதிப்புக்களைக் காண்க . 

( விடை + V1609 = V329 ) 
பின்வருவனவற்றைத் தீர் : 


. 


nT 


47. sin re - sine = sin 30 


( 


விடை ( = 


6 


п 


4 


T 


8 


+ 


] 


2 


12 


48 . 


cos 80 -- cos 40 = sip 68 


( 


mr 
விடை 9 = 

6 


n 


T 


6 = 


- ( -1 ) " 


) 


2 


12 


MT 


49 . 


sip 80+ sin 68 = sin 20 


( 


விடை 9 


. 


3 


( 2n + 1 ) 


( 2n + 1 ) 

T : 0 
8 


IT 


50. aine + 810 20 + sin 30 = 0 

கா 
விடை 0 = 2mm # 3 


[ 


51. cos 30 - cos 40 = cos 50 - cos 60 

விடை 9 = mm ; 0 = ( 2n + 1 ) 


" 7 ) 
(2n +1) ; ) 


52. 4 sin e . sin ( 0 - d ) = 2 cos ( d ) -1 என்னும் சமன் 
பாட்டைப் பெருக்கல் 
பெருக்கல் ஆத்திரத்தின் மறுதலையை 

உபயோகித்து 
dd 
0 = + 

என்று நிறுவுக . 


T 


읗 


53. 2/2 cos 28. cos 128 - d ) / 2 cos x + 1 எனில் 

* 
+ எனக் காண்க . 

16 


IM 


+ 


54 . 


= sin ( 0 + d ) + 1 எனில் 


2 sin 40 cos ( 39 

d + ) 


என நிறுவுக . 


திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் 


35 


55. sin 28 = cos 30 என்னும் சமன் பாட்டிலிருந்து அக்குக் 
கிடைக்கும் மதிப்புக்கள் இரு கூ வி களில் அமையும் என நிறுவுக 
அவ்விரு கூ வி களின் பொது வித்தியாசங்கள் ( C. D S . ) முறையே 
21 

21 என்றும் நிறுவுக 
5 


பின் வருவனவற்றைத் தீர் : - ( கேள்விகள் 56 லிருந்து 64 
வரை . ) 


56. sia 50 = cos 60 


விடை 


1 + 1 ) 


22 


( 2m + } ) * 


) 


nOT 


57 . 


tan 30 cof 9 = 1 


விடை e 


2 


] 


T 


58 


tan 28. tan 68 = 1 


விடை 9 = [ n + + ) 


8 


59 . 


tan e + tan 20 + tan 9. tan 28 = 1 


[ 
( 


] 
) 


T 


விடை 0 


T 
3 


+ 


12 


60 
. 


tane + cof 20 = 0 


விடை 0 = 


T 


-- 


2 


-- 


61. 2 cos 30 + 6 cof - 3 V3 = 0 


விடை 8 = 


2nm + 


62. sin 30 - 3sin e + 1 = 0 

விடை 0 = mm + ( -1 )^ 


[ 


63. tan 8 x = tin x + tan 2 x 


* 1 

) 
] 
] 
) 


nT 


விடை x = Wr , 2 


IN 
3 


64. 2 cos 30 + 6 cos 0 - 1 = 0 . 

N 
விடை 0 = 2nr + 
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விலக்கல் 
( Elimination ) 


மாறிகளை , கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் சமன்பாடுகளிலிருந்து விலக்கு 
வதற்குத் திரிகோண விகித சூத்திரங்கள் பயன்படும் . மாறிகளை 
விலக்கும் சில முறைகளை சில உதாரணங்கள் மூலம் விளக்குகிறோம் : 
1:41 . ஒரு மாறி ( One variable ) 
மாதிரி 1 : a , b , c , 1, m , n நிலை எண்களாகில் , 

a sec 9 + b taa g = c 

I sec 9 + m tan g = n என்ற இரு சாம்யங்களி 
லிருந்தும் 9 என்ற மாறியை விலக்க . 
a sec G + b tan e = c 

........ (i ) 
I sece + m tan e = n 

( ii ) 
சமன் பாடு ( i ) ஐ ! ஆலும் ( il ) ஐ ( a ) ஆலும் பெருக்கிக் கழிக்க. 

(bl - am ) tan e 


cl - an 
cl_an 
bl- am 


c = (an 


) " 


( 


:) 


எனவே , tana = 

... ( iii ) 
சமன்பாடு ( 1 ) ஐ m ஆலும் ( ii ) ஐ 5 ஆலும் பெருக்கிக் கழிக்க. 
( am - bl ) sec G = cm - bn 

cm - bn 
எனவே , sec 8 = 

........( iv ) 

um - bl 
மேலும் SEC 0 = 1 + tan 9 ( சூத்திரம் ) 

cm - bn 2 
எனவே , 

= 1 + 
am - bl 

bl - am 
அதாவது 

( cm - bn ) * = ( bl - am ) " + ( cl - an ) " 
( 11 ) இரு மாறிகள் ( Two variables ) 

மாதிரி 2. 0 , " என்று இரு மாறிகளை யும் கீழ்வரும் சமன்பாடு 
களிலிருந்து விலக்க . 

( 1 ) ( x - a ) cos O + y sino 
( 11 ) ( x - a ) cos ( + y sin p 
e 

- 
ten 

tan 

= 22 .. 
2 

2 


= a ; 


: 


உ 


1 - tan A / 2 
cos A = 

1+ tan 4 / 2 


2 tan A / 2 
sin A = 

1 + tan A / 2 


விலக்கல் 


37 


lan A / 2 = 1 என்க . 


tan 


- 


+ y . 
x - a ) 1+ 


2 

a 
2 = 11 , 1an 

1 , எனில் , சமன்பாடுகள் 

2 
( 1 ) , ( 11 ) லிருந்து , 11 , 1 , என்பவை . 

1-19 

2t 

= a என்ற சமன்பாட்டின் 

1 + t 
மூலங்களாகும் . அதாவது , 11 , 1 , என்பவை 

( x - a ) ( 1-1 ) + 21 ( y ) = a ( 1 + 1 * ) 

) 
அல்லது 12 2y1 + 2a - x = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 
களாகும் . 

2y 

21 - x 
எனவே , t ] + 19 ; 11t , 

......... ( A ) 


X 


= 2e 


............ ( B ) 


ஆனால் சமன்பாடு (iii) லிருந்து 11 --1 , = 
மேலும் ( 1 ] + 1 , ) = ( [1-19) + 41112 . 
ஆகையால் , ( A ) , ( B ) யிலிருந்து , 
ty 

20 - X 
= 4e2 + 


( ; ) 


x2 


அதாவது , y = e x + x ( 2a - x ) 
அல்லது , x * ( l - e ) + y = 2ax . 


அப்பியாசம் 1 ( இ ) 
1. கீழ் வருவனவற்றில் ஐே விலக்குகள் 
( 1 ) a cos 0 + b sin 0 = c ; a sino - b cos 0 = d . 

( விடை : a + b2 

cs + d ) 
( ii ) a cos G + b slne + c = 0 = / cos G + m sin o + n 

(( விடை : (bn - cm ) " + ( cl - an )” = ( am - bl ) " ) 


a 


(iii ) 


- 


cos 0 


1 


- sin ( e - 9 ) 19 நிலையானது ) 


b 


( விடை : ( c + b sin p ) : + b : cos 4 = a cos ) 


( iv ) * cos 0+ sin e -1 = 0 = 2 : ose - * sin e 

* + 

1 ) 


y 


விடை : 


b3 


( 1 ) a tan e = 1 = b cos e 


( விடை : a ” + 1 = ab * } 
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x 


y 


( 
vi 
) 


a 


O + b ? 

cos 


a 


cOS O + -sla 0 = 1 ; ) cos = x sin 0 + 

p @ 
b 
va sin 

% 0 . 
x2 y2 
( விடை : + 

a + b அல்லது 

b 
{ a ( y - b + b ( xº - a ) } + 4 ab xy = 0 ) 
( vli ) a sin : 0 = 1 

b cos e 

1 1 
விடை : + 

ag bez 
2. கீழ்வருவனவற்றில் 0 , " ஐ விலக்க : 
( 1) ( x - a ) cos 0 + y sin = x + a ; 

( x - a ) cos o + y sin Ø = x + c . 


can 


tan 


-1 , 


[ com 


L : x + 2 = 


+ --o ] 


2 


2 


( ii ) ax cos 0 + by sia 0 = 0 ; 
ax cos 0 + by sin 0 

as 
tan 8. tano 

5 % 
( விடை 

of ML. : a * b * ( x + y ) = c (a + b ) ] 
( iii ) cos 0 + cos . 

sin + sino 

(0-0 ) 
ton 

bil : ( a® + b ) ( 1 + c % ) = 


= a . 


: b. 


( iv ) x cos + y sin A = a . 

x cos 0 + y sin 0 = a . 


sin o sino 

= 2 sin 


sin 


2 


2 


2 


( விடை : y 


11 


2 = xa + a ) 


அத்தியாயம் II 


முக்கோணங்களும் , நாற்கரங்களும் 

முதற்பிரிவு ( முக்கோணங்கள் ) 
2.11 . நாற்கர 

உண்மைகளை விளக்கக்கூடிய சூத்திரங்களை 
நிறுவுவதற்கு முன்பு , கீழ்க்கண்ட முக்கோண சூத்திரங்களை மனத்தில் 
வைத்துக்கொள்வது மிகவும் அவசியம் . 
b 

........( a ) 
sin A sin B sin C 

= bc sia A = | ca sin B - | að slo C 
abc 

= SR sin A. sin B. sin c . --- ( b ) 
4R 


C 


= 2R 


h2 + 


aa 
b2 = c + ai 
c3 = a +2 


2bc cos A 
2ca cos B 
2ab cos C 


.... ( c ) 


b cos C + c CS B 
b C cos A + a cos C 
C = a cos B + Ô cos A 


} 


- ( d ) 


S 


A 


* 


8-4 


als 
1 
<< 


|| 


F 


A 
S - b 


7 


F3 


= 


SC 


sle ( B + C ) sin ( 180 ° - A ) 

= sin A 
cos ( B + C ) = cos ( 180 ° - A ) = cos A 
tan ( B + C ) tan ( 180 ° - A ) tan A 
( B + C ) 

AL 

A 
sin 8n | 90 ° 

= COS 
2 

2 

2 
B + C 

A 
cos = cos ( 90 

= sin 
2 

2 
B + 

A 

A 
tad = tan 90 ° 

cof 


A ) 


..... ( 1 ) 


( 
( + ) 
( 1 ) 


4 ) 
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B 
COS 

2 


C 
COS 

2 


с 


B 
C 


هن 


B 


cosa 


A 
2 


sin 


+ 


B 
2 


sin C 


2 


sla A + sia Bt sin C = 4 cos82/2 
sin B + sin C – sin A = 4 cos 

Àsin 

sin 
sig C + sio A - sin B = 40 sin 
sid 

с 

B 
sia A + sin B - Elo C = 4 cos 

sip 
2 

2 ) 
2:12 . Qumurus r = 4 R 510.sio 
என நிரூபிப் 
போம் , ( R என்பது சுற்றுவட்ட ஆரம் ) - ( clrcum radius ). 

Δ 
- 

( சூத்திரம் ( e ) ) 
269 , A = 2 R2 sin A. sio B. sin C. 

( சூத்திரம் ( 6 ) ) 
= 2 Rº.2 sin ^ . cos . 
2 sin 

2 sin 

q.com 
sin A = 2 sin A. cosa (Sobris ( ) 

§ 1.1 
= 16 R* sinA.siap sinq.cush.cos. . cos 


S 


B 
2 


B 
COS 

2 


+ 


[: 


5 
ส 

Ola 


s = ( a + b + c ) 
j . { 2R sin A + 2 R sin B + 2R sia C } 

( சூத்திரம் ( a ) ) 
= R ( sin A + sio B + siu C ) 


= R 


r ( 


( acos À 


cos . cos 


2053 ) இந்திர 


( சூத்திரம் ( 2 ) 

( ) .. 


( ii) 


:: ( i ) , ( ii ) GOH , 

A B с A 
16 R * sin sin sip COS 
A 2 2 2 

2 
A 

B с 
4R . Cos 

COS 

COS 
2 2 

2 


. 
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= 4R . glo 


А 
2 


sia 


B 
2 


si : 


وجب 


இம்மாதிரியே ,, 

A 
A 10R sin 

2 
11 


B 
sin 

2 


ne 을 


C 

A 
sin COS 
2 

2 
( b + c - a ) 


B 
COS 

2 


с 
COS 


11 


S - a 


9 


АA 
16R2 sin 

2 


A. 


COS 


B с А 

B 
sia sto COS COS 

2 2 2 
R ( sip B + sin C sin A ) 


с 
2 


1 


2 


A 


B 
sio 

2 


16 Rº sin 


. si ...cos 


B 
COS : 

2 
CсĆ 


сC 
COS 

2 


cosa 


A 


B 


4R COS 


sinz 


sin 


2 


( சூத்திரம் ( )) 


C 


i . ri = 4R sin 

= 


C 


( s -c ) tad 


B 
2.13 . r = ( s - a ) tan ( S - 1 ) ton 

2 

2 
என நிரூபிப்போம் . 
s - a = ( b + c - a ) 

} ( PR slo B + 2R sin C - 2R sin Al 
= R ( sin B + sin C - sin A ) 

A B C 
cos 

sio 

2 


sID 2 


( சூத்திரம் ( 2 )) 


sin 


: . ( s - a ) tao 

2 


= AR cos 


A sin , sin 

sing 


A 
2 

A 
COS 

2 


= 4R sio A. sin . sin 


$ 2.12 


இம்மாதிரியே , 

B 
( 5-5 ) tan = r = ( s — c ) tao 
2 

А 
QuQurug !, P , = s tap என நிரூபிப்போம் . 


r 


A 
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திரிகோண கணிதம் 


s = 1 ( a + b + c ) 

R ( sin A + sio B + sio C ) 


A 
4R , Ços 

2 


B 
COS 

2 


C 
COS 

2 


( சூத்திரம் ( g ) ) 


A 
sin 
с 2 
COS 
2 A 
COS 

2 


A 
= 4R sio 

2 


B 
COS 

2 


C 
COS 


2 


( $ 2.12 ) 


இம்மாதிரியே 

B 
s tan 

2 


79 


сC 
stan 

2 


Es 


2:14 . Qua Tyyri trg trg - s = 4R TATSUGumi . 
ri + 19 + 13-1 


4R 


A 
COS 

2 


B 
COS 

2 


B 
2 


sip 


{sio.com.cns + sinh.cos.com 

} 
+ 4R {sin .. sinA.sin i } ( 2:12 ) 
cos sin cos com sin 

• + . sio } 
{cos 

} 
= 4R. cos .sin need 


= 4R . Cos 


A 


+ 4R . sin 


olanvarola 


B A 
COS - sid 
2 

2 


2 


B 
sin 

2 


2 


A + B 

* 4 R. sin 
2 


A + B 
COS 

2 


சூத்திரம் ( 6 ) ) 


C 


Cс 
= 4R . COB 

2 


C С 
COS 

2 


+ iR si 2 


C 
Slo 


( சூத்திரம் ( ரி ) ) 


= AR 


с 

с 
COS 

+ sio ? 
2 


= 4R . 


2 15. முக்கோணம் ABC இன் சுற்று மையம் ( circumcentre ) 
S க்கும் உள் மையம் க்கும் இடையே உள்ள தூரத்தைக் கண்டு 
பிடிக்க . 


முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 
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S என்பது ABC முக்கோணத்தின் சுற்று மையம் . ஆகையால் , 
இலிருந்து AB க்கு செங்குத்துக் கோடு வரைந்து அதற்கு F என்பது 
அடிப்புள்ளியாக இருந்தால் , F என்பது AB ன் மையப்புள்ளி ஆகும் . 
இம்மாதிரியே , IZ என்பது AB க்குச் செங்குத்துக்கோடு . 


A 


Z 


F 


B 


CC 


பட ) - 10 


IZ 


sip 


ܠ ܐܟܬ 


[ IA கோணம் A ன் உள் 


இருசம 


வெட்டி ) 


IZ 
AI = 

sia A / 2 


C 


A 
4Rsin 


sin 


. 


2 


ம 


B 
sin 

2 

AA 
a 

2 


A 
21 


sin 


C 


= 4R . sin 


B 
2 


sin 


பல 


.......... ( i ) 


............. (11 ) 


SA = R 
FAS 90 ° 


AŜF = 90 ° - C ; 
A 
2 


FÀI 


AC 


: SAN 


= 4 


90 ° - C ; 


A 
2 


90 ° + C 


11 


= 4 + c-( A + , + ) 


( A + B + C = 180 ° ) 
C - B 

2 


....... (111 ) 
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திரிகோண கணிதம் 


இப்பொது , / SAI இலிருந்து , 
SIP = ASP + A1 – 2 45. AICIS SÂT ( B fois ( C ) 

C 
= R2 + 16 R2 slo ? B 
sine - 2 R. 4R . 

2 


B 


sin 


B 
2 


sio od 


COS 


C - B 
2 


[ ( i ) , ( ii ) , ( ii ) 600 


= R2 + 16R ? sina 


B 
2 


sin ? 


С 
2 


- & R ? sip 


B 
2 


sin 


с 
2 


{ cos 


B 
2 


COS 


сC 
2 


+ sin 


B 


B 
2 


sin 


2 


ܘ ܣ ܚ 


B 


= R2 + 16 R2 slp 


B 
2 


sina 


с 
2 


8R2 stu ? 


2 


sin 2 


- 8 R* sin 


sin 


B 
COS 


C 
COS 


B 


= R + 8 Rº sina 


sipa 


- 8R2 sin 


B 
2 


2 


2 


منهنا 


B 


с 


slo 


C 
2 


COS 


COS 


ola 


2 


B 


R $ - 8 R2 slo 


sio 


Olot 


2 


cos 


{ cc 


B 


COS 


B 
2 


COS 


с 
2 


- sin 


ܗ 
ܟܬ 


sio a 


ulas 


B 


С 


= R ~ 8 R sin 


COS 


B + C 
2 


R $ - 8R ? sio 


sin 
sin sin 
4 

sin 


A 
2 


( சூத்திரம் ( 1 ) 


B 


C 


= R2 - 2R . HR . sio 


: ان 


2 


ST = ? r- 2R . r . 


முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 


45 


2.16 . முக்கோணம் ABC யின் சுற்று மையம் சிக்கும் வெளி 
மையம் 1 க்கும் இடையே உள்ள தூரத்தைக் கண்டுபிடிக்க . 

படம் 11 ல் [ என்பது வெளி மையம் லிருந்து AC க்கு 
வரையப்படும் லம்பத்தின் அடிப்புள்ளி M . ஆகையால் , I M = 11 


A 


1 


S 


CC 


B 


h , 


M 


படம் - 11 


1 , 


மேலும் , 11 ஐ மையமாக வைத்து I M ஐ ஆரமாகக் கொண்டு 
வரையப்பட்ட வெளிதொடு வட்டம் AB , AC ன் நீட்டிய பாகங்களை 
யும் , BC ஐயும் தொடும் AC ன் நீட்டிய பாகத்தை இவ்வட்டம் 
தொடும் புள்ளிதான் M. 

1. என்பது , கோணம் A ன் உள் இரு சமவெட்டி , கோணங்கள் 
B , C ன் வெளி இரு சமவெட்டிகள் ஆகிய இம்மூன்று நேர் கோடு 
களும் சந்திக்கும் புள்ளி . ஆகையால் , A , 1 , 1 , இம்மூன்று புள்ளி 
களும் ஒரே நேர் கோட்டில் அமையும் ) 
IM 

AA 
sin 
AII 

2 

I , M 
அல்லது , Al , = 

AAL 
sin 

2 


ri 

A 
slo 

2 


அதாவது , All 


4R cos 


B 
21 


COS 


பல 


.....(i) 


SA = R 


..- (ii) 


SÁT, = SÁT = C – B 


...( iil) 


2 
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திரிகோண கணிதம் 


AS11 , 585, Sl = SA ? + Alį 


R $ + 16R cos2 


B 
2 


C 
2 


B 


2R . 4R . COS 


COS 


C - B 
.cOS 

2 


2 


B 


сC 


B 


. SI = Rº + 16 R² cos ? 


cosa 


8R2 cos 


2 


2 


2 


2SA . AI : cos SAI, 

cose 

G 을 
? R 

{ + sta 

© – BR® cos 

ç . sto sin 
= R2 4 8R® cos * R. cosa 


B 


COS 


С 
2 


COS 


COS 


с 
2 


B 
2 


slo 


2 


B 


2 


R ? + 16R CO2 


B 
2 


cos ? 


2 cose 


Ula10UI 


= 8R , cos 


B 
2 


COS 


C 
2 


с 


B 
8R2 cos 

2 


2 


olasvia 


C 


COS 


slo 


B 
2 


sin 


ulo 


2 


= R $ + 8R2 cos 


B 
2 


COS 


olov 


с 
2 


C 


{ co : 


B 
2 


COS 


Ulaะ 


slo 


B 
2 


sin 


} 


= R $ + 8R cos 


B 
2 


coa 


ܕܘܐܝ 


C 
2 


COS 


B + c 
2 


= R + 8R2 cos 


B 
2 


COS 


C 
2 


sin 


A 
2 


B 


A 
= R2 + 2R . AR . sio 

20 


COS 


cOS 


с 
2 


2 


2 
1 


SI = R + 2R . I 
இம்மாதிரியே , SI , R $ + 2 R. n , ; SIZ R ? +2 R. n3 . 
onlůy : SI² + SI SI ” , + SIⓇ , = 12 R2 
. : SI2 = R2 
R 2R 

... ( $ 2.15 ) 
= R $ + 2 RT 1 

R * = ? Rr 
SI , = R + 2R 79 

............ ( 2.16 ) 


SI 1 


SIS , 


முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 
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ஃ Sr2 + SI2 + 572 , + SI * 3 

= 4R ? + 2R ( r / + rers - r } 
= 4R ? + 2R . 48 


-- ( $ 2.14 ) 


= 12R . 


2.17 . வெளிமையங்கள் 11 , 12 , 13 ஐச் சேர்க்கும் 
கோணம் 


முக் 


A 


19 


-- 


2 


9e 


B 


படம் -11 ( அ ) 


All , BII ,, CII ) ஆகிய இம்மூன்றும் நேர்க்கோடுகள் ( !, உள் 
மையம் ) . CI , CI , கோணம் இன் உள் , இரு சமவெவட்டிகள் 
ஆகையால் , BCI = ; 

C 
BCI , . 

2 


= 90 ° 


இம்மாதிரியே , CBI, 


- 


90 ° 


B 
2 


- 


ஆகையால் , 


கோணம் . 1 1113 


I 111 , = 180 ° 


90 ° 


- ( 90 3 ) = ( 30 ° - 3 ) 

4 . 
A 1,1,1 , ல் f = 90 ° - 4 ; இம்மாதிரியே , 


B + C 

2 


90 ° 


i , = 90 ° - 


B 
2 


19 


= 90 


90 ° - , 


. 


-48 


திரி கோண கணிதம் 


sio 


( 90 


90 


C 
2 


AI , 
முக்கோணம் AI , C லிருந்து AC 

C 


sin [ 90 ° 


( 


B 
2 


( சூத்திரம் ( a) ) 


C 
COS 

2 
ஆகையால் , AI , = b. 

B 
COS 

2 


C 
Cou 

2 
2R sin B. 

B 
COS 

2 


COS 


C 
2 


B 


== 4Rsin 


B 
2 


COS 


2 


COS 


B 
2 


B 


= 4R sin 


COS 


C 
2 


2 


( 
i 
) 


sio 


B 
2 


இம்மாதிரியே , A BAIS இருந்து , 


1 , A 
AB 


|| 


( 99 
(90 


sin 90 ° 


2 


COS 


B 
2 
CC ) 


அல்லது , 19A = 

IgA = C. 


Co8 


C 


AR . sin - 


COS 


B 
COS 

2 

C 
COS 

2 


= 4R . sia 


C 
2 


COS 


B 
2 


( il ) 


... I9A + AI 


- 4R { win + cos 3 + cos , 

2 } 


slo 


பல 
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= #R { sible * } 


= 4R cos 


A 
2 


( சூத்திரம் ( f )) 


AL 


ஆகையால் ; 193 = 4 R cos 


2 


B 


இம்மா திரியே , 191 = 4 R cos 


311 


2 


1,1 , 


= 4R cos 


19 


C 
2 


குறிப்பு ( 1 ) : 111,1 , க்கு 

AI , 1 , க்கு ( என்பது 

செங்குத்து மையம் ( Orthocentre ). 
குறிப்பு ( 2 ) : 111,19 இன் சுற்று ஆரம் 

1919_ 

( சூத்திரம் ( a ) ) 
2 sin 1 , 

A 
48 cos 

2 


2 sin ( 90"-4 ) 


A 
4R cost 

2 


|| 


4 


2 cos 


2 


. 


= 2R . 


4 


= 2 ( சுற்று ஆரம் ) 
அதாவது , 

( R முக்கோணம் ABC யின்சுற்று ஆசம் ) 
குறிப்பு ( 3 ) : AII, 9 ன் பரப்பு 
1.1 , 1919 1911 

( சூத்திரம் ( 6 ) ) 
2R 
A B 

C 
64R , cos 
2 

2 
8R 
A B 

C 
= 8R2 cos 
COS COS 

2 

2 
A B 

C 
= 2R2 4 col 

COS 
2 

2 


COS 


COS 


பல 


2 


- 


பல 

பல 


COS 
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திரிகோண கணிதம் 


( சூத்திரம் ( ) ) 


2R . { sin A + sin B + sin C } 

b 
+ 

+ 
2 R 

IR 2R 


a 


= 282 


} } 


( சூத்திரம் ( a ) ) 


= R ( a + b + c ) 

R ; 2s 
= 2Rs . 


- 


2.18 . A ABC இன் சுற்று மையம் S- க்கும் செங்குத்து மையம் 
0 க்கும் இடையே உள்ள தூரத்தைக் கண்டுபிடிக்க . 


90 - C 


S 


1 


C 


DL 
படம் 12 


BC க்கு , A யிலிருந்து வரையப்பட்ட குத்துக்கோடு AL மீது 0 
அமையும் 

A ALC யிலிருந்து .. 
Lac = 90° --LCA = 90 ° -C . ( :: L = 90 ° ) 
மேலும் , FSA = C ( FS I AB ( அமைப்பு ) 

FAS = 90 ° = C ( :: F = 90 ° ) 
மேலும் SAO = A - FAS_ OAC 

= A - ( 90 ° -C ) - ( 90 - C ) 
= A - 2 ( 90 ° -C ) 
= 2C + A- ( A + B + C ) 

( A + B + C = 180 ° ) 
= C - B . 

( 1 ) 
SA = R 

.......(11) 
AO = 2SD 

( வடிவகணிதத் தேற்றம் ) 
SD 
ஆனால் , 

= cos A 
: BS 
SD = BS . cos A = R cos A 


= COS 


cos DÂB 
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முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 


.. AD = 2SD 

= 2R cos A .............. ( ili ) 
/ SAO விலிருந்து , 
S03 = AS2 + A02 - 2AS. AO cos 

SÃO 

( சூத்திரம் ( c ) ) 
= R2 + 4R cos A - 2. R. 2R . cos A. 

cos ( C - B) 
= R2 + 4Re cos A -- 4R : cos A. co1 ( C B ) 

4R cos A { cos ( C - B ) - cos A } 
R - 4R2 cos A { cos ( C - B ) + cos ( B + C ) } 

( சூத்திரம் ( 1 ) ) 
= R | 4R- cos A { 2 cos B. cos C } 

( சூத்திரம் ( 7 ) ) 
SO = R - 8R2 cos A. cos B. cos C. 


= R2 


2. 9 


பாத முக்கோணம் ( Pedal triangle ) 


A 


1 


E 


0 


B 


படம் 13 


AD , BE , CF என்பவை BC , CA , AB க்கு வரையப்பட்ட 
குத்துக் கோடுகள் . ஆகையால் , BFC = 90 ° = BEC . 

எனவே , BFEC ஒரு வட்ட நாற்கரம் 
: AFE = ECB ( உள் எதிர்க்கோணம் ) 

= Ĉ 
இம்மாதிரியே , AEF = B. 
ஆகையால் , முக்கோணங்கள் AEF , ABC 
வடிவொத்தவை . ( similar triansgles ) 

EF AF 
: 

= cos FAC ( : = 90 °) 
BC AC 
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திரிகோண கணிதம் 


= COS 


ஆகையால் , 


+ 900 


2A ] 


அல்லது , EF = BC cos A = a cos A 
இம்மாதிரியே , 

FD = bcos B ; DE = Score 
மேலும் ODBF ஒரு வட்ட நாற்கரம் 
.. ODB + OFB = 90 ° + 90 ° = 180 ° ) 
ODF = OBE . 

ABE = 90 ° - A ( : AÉB = 90 ° ) 
இம்மாதிரியே ODE 

ODE = oCE = FCA 90 ° A. 
ஆகையால் , EDF ODF + ODE 90 ° - A 

A = 180 ° - 2A . 
அதேபோல் , DÉF = 180 ° - 2B ; EFD = 180 ° - 2C . 

குறிப்பு ( 1 ) : ( மேல் கண்ட பாத முக்கோணத்தின் பக்கங்கள் , 
கோணங்கள் இவைகளின் மதிப்பிலிருந்து ) பாத முக்கோணத்தின் 

EF 

a cos A 
சுற்று ஆரம் = 

2 sio Ô 

2 sin 180 
2R sir A cos A 

2. sin 2A 
R sin 2A R 
2 S1 2AL 21 

1 . { / ABC ன் சுற்று வட்ட ஆரம் ) 
A DEF இன் சுற்று வட்டம் A ABC இன் ஒன்பது புள்ளி 
வட்டம் . ஆகையால் - DEF இன் சுற்று வட்ட ஆரம் - ABC இன் 
சுற்று வட்ட ஆரத்தில் பாதி ... 

குறிப்பு ( 2 ) | DO , FDE ள் உள் இரு சமவெட்டி .. 
ஏனெனில் , FDo = 90 ° - A = ODE 

இதேபோல் OE , OF ; 
E , F ள் உன் இரு சமவெட்டிகள் . ஆகையால் , 0 என்னும் புள்ளி 
/ DEF ன் உன் மையம் . அதாவது , ஒரு முக்கோணத்தின் செங்குத்து 
மையம் அதனுடைய பாத முக்கோணத்திற்கு உள் மையமாகும் . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
2. 110 . 
மாதிரி 1 . To , b , re முக்கோணம் ABC ன் வெளி ஆரங் 
1 - 1 

Σ as 
களால் re 

என நிறுவுக . ( r , A 
a , b , c ra ) a , b , cA 
ABC ன் உள் ஆரம் ) 


+ 


s - a 
முக்கோணங்களும் தாற்கரங்களும் 
A 

AA 
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Tra 


= fc 


4 ; r = 4 


3-6 


1 


1 


1 


+ 


+ 


1 
+ 

rcs 


To 


72 


--- 


s3 + ( s - a * + ( s - b ) * + ( s - c ) " 


} 
} 


= 


4 72 


2s ( a + b + c ) + a + b + 


= { 

{4 


1 


|| 


45 2 - 2s.2s + a + b + c 


} 


A 


a2 + h2 + c3 


|| 


2 


1 


- 


4 1 

Σ a 
ஆகையால் + 

a , b , cra a , b , A2 
மாதிரி 2. ADEF , AABC ன் பாத முக்கோணமானால் , 

Rº 
அதன் பரப்பு sin 2A . sin 2B sin 2C எனக் காண் 

2 
AABC ன் பரப்பு A 2 
= 2 R2 SiD A , sia B.sin C. 

( சூத்திரம் ( b ) 

R 
A DEF ன் சுற்று ஆரம் 2 ( குறிப்பு ( 1 ) , P ( 2 • 19 ) ) மேலும் , 
A DEF ன் மூன்று கோணங்களும் முறையே 180 ° - 2A , 180 ° - 2B , 
180 ° - 2C 

( 2.19 ) 
ஆகையால் , A DEF ன் பரப்பு 

R 
= 2 

sin ( 180 ° - 2A ) . sia ( 180 ° - B ) . sin ( 180 ° - 2C ) 
2 


2 


( 


) 


R2 

via 2A . S ! n 2B . Sin 2C . 
2 


என 


ca 


1 

1 
r ) 

rig 18 
மாதிரி 3 . 

நிறுவுக . 
+ + 
be ab 

2R 
ABC ன் உள் ஆரமா ; வெளி ஆரங்கள் முறையோ , ,, 1 ) 

1 
f1 Ts 
+ 

ar ) + br , + crs 
ab 


+ 


( க 


bc 


ca 


abc 


எ . } 
AAIB } - 0 


2 
abc 


ABI , C + ACI , A + AAL.B 
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( 11 , ,, 1 முறையே AABC ன் 

வெளி மையங்கள் ) 
A ( :: abc = 4R ) சூத்திரம் ( 6 ) 


மேலும் , 


1 
AR 


2 
abc 


.... ( ii ) 


fe 


2 


1 

+ 
bc 


1s 
ab 


1 
+ 

2R 


cal 


abc 


{ 


ABIC + ACI , A + AAI , B + AABC 


} 


2 


abc All , 


2 
abc 


2 R. S ( குறிப்பு ( 3 ) ; * 2-17 ) 


-- 


4R 
abc 


1 


S 


1 


= 


S = 


= 


1 


11 
bc 


A 
1 
2R 


Ts 
ca 


+ 


+ 


að 


அப்பியாசம் 2 ( அ ) 


= 0 . 


பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
b - c 

a - b 
1 . + 

+ 
11 

1 . 
2. // + r , 73 + rgr = S. 
1 

1 

1 
+ 
11 19 

= Ir : ஆனால் - ABC ஒரு செங்கோண முக்கோணம் . 
5 . 11 

( 1 

3 ஆனால் ABC ஒரு செங்கோண 


1 


3 
. 


+ 


{ 3 


4. rry 


( 1-1 )(1-2 ) 


முக்கோணம். 


6 . 


( rs + 


+ M 


|r1 | 
rers 


a . 


7. a ( rry + rg / s ) 


b ( rr , + rgy ) = c ( rr : + rr , ) 


abc 


1 


8 . 


1 
bc 


+ 


+ 


+ 


1 
2Rr 


ca 


ab 
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4 


Tg 


11 

C 

rs 
9 . 

+ 

b 
10.// = 1 + 13 + / எனில் ABC ஒரு செங்கோண முக் 
கோணம் . 

11. ( r , - 1 ) ( rs + [ ] ) = b2 . 
12. (r - rs ) + (r1 + rg ) = 4R cos C. 

1 

AR 
13 . 

r , S3 


( - ) ( - ) ( - 1 ) -- 


14 . 


ON 


S2 


( 1 - r ) ( r , - T ) (rs - 1 ) 
(r , + rs ) (r , 

+ rs ) (rs + ) 
bc 

ab 
+ + 


ca 


15 . 


= 2R . 


11 


T 


u 
+ + 
b b 


+ 

+ 
4 

a 


+ 


* - } 


-- 


C 


16. 2 ( R + ) = a cof A + b cof B + Ccof C. 
17 . a Vrr, + r , rs + [ 3/1 VIV , + rgry 
18. V + V1 + V2 + V3 

= 16 R2 ( a + b + c ) 
A 

B 
19. ( 1 ) I rars == r2 cof2 

cof " 

cof 2 

2 


( 4 ) 


( 2 ) 


2 


( ii ) rrrrs = 


( iil ) // 


A tan 


4 


2 


20. BC , CA , AB என்னும் பக்கங்களிலிருந்து A , B , Cன் 
குத்துயங்ரகள் முறையே P1 , P2 , ps ஆனால் 

1 1 


1 


M 


P1 


1 


1 


( ii ) 


1 1 

+ 
P3 

Ps 


Pi 


T ] 


( iii ) Rp1p.ps 24 . 
21. முக்கோணம் ABC ன் சுற்று மையம் , உள் வட்டத்தின் மீது 
அமைந்தால் cos A + cos B + cos C = V2 . 

22 . / ABCD R = 27 ஆனால் a = b = c . 
23 . a . A12 + b . B12 + c . c12 abc .. 


திரிகோண கணிதம் 


2 


24 


a . Al 2 - b . B1 , 2 


c . Cl 


= abc . 


25. AIS 


( -1) + ar ( ! - ! ) + cr ( - + ) 


= 0 . 


C 


26. ( i ) IA . IB = 4R . IC sin 


, 


( ii ) All . BI 


= 4R . Cl cos 2 


பல 


2 


( iil ) AI . BI CI = 4R . 72 . 
( iv ) ( a + b + c ) II - II ,. 113 

= 8Rabc . 
27. உள் வட்டம் , AABC ன் பக்கங்களை C , E , F ல் தொட்டால் 

A B C 
EF : FD : DE : cos 

2 

2 2 . 


A : cos 


28 . AABC ன் சுற்று மையம் S : BC , CA , AB யிலிருந்து x , y , z 

b 

ahc 
தூங்களில் முறையே இருந்தால் , 

+ 
y 

4xyz 


a 


C 


+ 


X 


2 


29. 0 , முக்கோணம் A BC ன் செங்குத்து மைய மானால் , 

a . OB . OC + + . OC . OA + c . OA . OB = abc . 


30. AABC ன் பாத முக்கோணத்தின் 

( 1 ) சுற்றளவு = 4R sin Asin B. sin C. 

(ii ) உள் ஆரம் = 2R . cos A. cos B. cos C 
31. AABC ன் பாத முக்கோணம் DEF . என்றால் ADEF ன் 
பரப்பு ABC ன் பரப்பின் கால்பாகத்தைவிட அதிகமாக இராது 
என நிறுவுக 
ABC ன் பரப்பு 

= 2R9 sin Asip Bsin C. ( சூத்திரம் ( b ) ) 

RS 
ADEF ன் பரப்பு sip 2A . sip 2B . sin 2C . 

2 

(மாதிரி 2. 4 2 • 110 ) 
ADEF sin 2A . sin 2B . sin 2C 
AABC 4.sin A. SID B. SID C. 
2sia A. cos A. 2 sin B. cos B. 2 sin Ccos C 

4. sin A. sin B. Sin C 
= 2. cos A. cos B. cos C. 

........... 

........ (1) 
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ஆனால் AABC ன் சுற்று மையம் S , செங்குத்து மையம் 0 , எனில் , 
SO : = 

R2 { 1 - 8 cos A. cos B. cos C } ( 8 2 • 18 ) ஆகையால் , 
8 cos A. cos B. cos C. < ! 

( ii ) 


| 


( 1 ) , ( II ) லிருந்து 

ADEF 


ABC < 4 . 


இரண்டாம் பிரிவு ( நாற்கரங்கள் ) 


2. 21 . 


DA = 


W 


- 


ac 


ஒரு நாற்கரம் ABCD ன் பரப்பை அதனுடைய பக்கங்கள் 
AB , BC . CD , DA ; ஒரு சோடி எதிர் கோணங்களின் கூடுதல் 
இவ்வுறுப்புக்கள் மூலம் கண்டுபிடிக்க . 
AB = a ; BC = b : CD = C ; 

d ; 2s = a + b + c + d . 
b + c + d - a = a + b + c + d - 2a 

B 
2S 2a 

dd 
b + c + d - a 2 ( s - a ) . 
இம்மாதிரியே , 
c + d + a - b 2 ( s - b ) 

C 
d + a + b - c 2 ( -c ) 
a + b + c - d 2 ( s - d ) 

படம் - 13 ( அ ) 
/ ABD யிலிருந்து BD2 = a + d2 - 2ad cos A 

( சூத்திரம் ( c ) 
A BC மயிலிருந்து BD2 = b + c 

b2 + c2 - 2b : . co : C. 
b2 + 2 - 2bc cos C = a2 + d ? 2ad cos A. 
அல்லது 2 { ad cos A - bc cos C } = a + d2 - b2 - 2 

b2 - 2 ....... ( 1 ) 
A ABD ன் பரப்பு 

ad sin A 
A BCD ன் பரப்பு 

bc sin C. 
நாற்கரம் ABCD ன் பரப்பு 

} ad sin A + + bc sin C. 
ஃ 2 { ad sin A + bc sin C } 

44 

( II 
( 1 ) ஐயும் ( 11 ) ஐயும் வர்க்கம் செய்து கூட்டினால் , 

4 { a d cos A + b c cos C - 2abcd cos A cos C 
+ ard 2 sin ? A + b c sinC + 2abcd sin A sin A sinC } 

16 / 2 + ( a + de - 52 - c ) 2. 
அதாவது , 
4 { ad ? + bc - 2abcd ( cos A cos C - sin Asinc ) } 

= 16 / + ( a d " – b * - c ) 
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திரிகோண கணிதம் 


ஆகையால் , A + C = 24 எனில் , 
4 { ade + bec ” -2abcd . cos 2a } 

= 16 / + ( a + de -b -c ) 2 
ஆனால் , cos 2 = 2 cos d - 1 . 
ஆகையால் , 
4 { ad : + bec + 2abcd - 4 abcd cos d } 

= 16 / + ( a + d - b - c ) 


அதாவது , 
16 / = 4 (ad + bc) - ( a + d2 - 62 - c ) 2 - 16abcd cused 
= (2ad + 2bc + a + d2 - b2 -c ) ( 2ad + 23c - a - d2 

+ be + c ) - 16abcd . cored 
அல்லது , 
16 / = { (a + d ) - ( b - e ) } . { ( b + c ) - a - d ) " } 

16 abcd cosa di 
= ( a + d + b - c ) ( a + d - b + c ) ( b + c + a - d ] b + c - a + d ) 

- 16 abcd cost du 
= 2 { s - c ) .2 ( s - b ) .2 { s - d ) .2 ( s - a ) -16abcd cos " d 
எனவே , 

16 1 * = 16 ( s - a ) ( d - b ) ( s - c ) ( s - d )-16abcd cosed 
( அ - து ) A = { s - a ) ( s - b ) ( s - c ) {s - d )-abcd cosed . 

குறிப்பு ( 1 ) : - கொடுக்கப்பட்ட பக்கங்கள் a , b , c . d ஐக் 
கொண்டு வரையப்படும் , மிகப் பெரிய நாற்கரம் வட்ட நாற்கர 
மாகும் . 
ஏனெனில் , cos " . வின் மிகச் சிறிய மதிப்பு = 0 . ஆகையால் , 

A - C = 180 ° . 
அதாவது 2. = 180 ° . 

ஆகையால் , 
அதாவது ABCD ஒரு வட்ட நாற்கரம் , 

குறிப்பு ( 2 ) : - பக்கங்கள் a , b , c , di d பூச்சியமாயின் . 
கரம் முக்கோணமாக மாறும் அந்நிலையில் , 2s = a + b + c என்றும் 
/ * = ss - a ) (s- b ) ( s - c ) என்றும் மாறும் 

குறிப்பு ( 3 ) நாற்கரத்தின் கோணங்கள் நான் கினில் ஏதே 
னும் ஒன்றுக்கு கொசைன் ( coslbe ) கண்டுபிடிப்பதற்கு சூத்திரம் ( c ) ஐ 
யும் , சைன் ( Sin ) கண்டுபிடிப்பதற்கு சூத்திரம் ( ம் ) ஐயும் உபயோகிக்க 
வேண்டும் . 

2.22 . மூலை விட்டங்களின் நீளம் x , y ; அவைகளுக்கு 
இடையே உள்ள கோணம் 6 ஆயின் , நாற்கரத்தின் பரப்பைக் 
கண்டுபிடிக்க . 


d = 90 . 


நாற் 
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மூலை விட்டம் = AC = x ; மூலை விட்டம் BD = y ; 
abs : Doc = 0 என்றால் , 


G 


• 


AAOB ன் பரப்பு = 10A.OB.S116 ... ( j ) 

A 
சூத்திரம ( 6 ) 

B 
இம்மாதிரியே , 
AOCB ன் பரப்பு 
= 1.0B.OC sla ( 180 ° -6 ) 

3 
= } OB - OC.sine ... ( ii ) 

D 

C 
AODC ன் பரப்பு 
= | OD.OC sin e ....( iii ) 

படம் 14 
AOAD ன் பரப்பு 

= . 0A.OD sin ( 180° - 0 ) = } OA.OD. sin o ............ ( V ) 
( i ) ; ( ii ) ; ( iii ) ; ( iv ) ஐக் கூட்ட 
நாற்கரப் பரப்பு = } sin 0 { 0A.OB + OB OC + 0C OD + OD • OA } 

= sine { ( 0A + 0C ) ( OB + OD ) } 

= sine ( AC ) ( BD ) 
ஆகையால் , / = } xy sind . 

2:23 . நாற்கரம் ABCD ன பரப்பை அதன் பக்கங்கள் , அதன் 
மூலை விட்டங்கள் இவற்றின் மூலம் கண்டுபிடிக்க , 
வழக்கம் போல் , AB = a ; BC = b CD = c ; DA = d AC = X ; B | - 

- } 
எனக் கொள் . ( படம் 14 ஐப் பார் ) 
இப்பொழுது - 0BC யிலிருந்து , 

a = OA + OB - 2 OA • OB cos G. 
இம்மாதிரியே C = 0C2 + OD - 20COD cos G. 

b2 = OB ’ + OC2 - 2 OB - OC cos ( 180 ° _0 ; 

b2 = 0B2 + 0C2 +2 OB - OC cos ! ) . 
இப் மாதிரியே = 0A + OD + 2 0A.OD cos ( ) . 
ஆகையால் , 
b2 + d -a -C = { 0A + OB2 + OC2 + OD } + 2 cos (-) 

{ OA • OD + OB.OC } 
- { 0A + 0B * + 0C3 + OD : } +2 cos ( G 

{ 0A.OB + 0C.OD } 
= 2 cos 0 { 0A • OB + OB.OC + OCOD 

+ OD.OA } 
= 2 cos 6 { ( 0A + 0C ) ( 0B + OD ) } 
2 cos G ( AC ) ( BD , 


:160 


திரிகோண கணிதம் 


| 


be + d ? -a - c = 2 xy cos e . 

........(1 ) 
ஆனால் , 4 / = 2 xy sjue ( 82-22 ) 

( ii ) 
( 1 ) , ( 11 ) ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட . 
164 * + ( b * + dº - aº - c *) $ = 4x + y ^ ( sin ^ 3 + cos ^ 6 ) 

= 4x y . 
அதாவது 16/2 = 4x y : _ (b2 + de - a - c ) 2 
என வே 

= iV4x " , " - ( 6 * + d - u c ) 2 
குறிப்பு : - ABCD என்பது வட்ட நாற்கரமாயின் , மேற்கண்ட 
பரப்பு சூத்திரம் பின் வருமாறு மாறும் : 

தொலமியின் ( Ptolemy s Theorem ) தேற்றப்படி , வட்ட நாற் 
கரத்தின் மூலை விட்டப் பெருக்கற் பலன் xy = ac + bd . 
ஆகையால் , / = } V ( 2ac + 26d ) - ( b ? + d -a - c , 

= ! • 4.Vs - a ) ( s- d ) ( s - c) ( s - d ) ( 82-21 ) 
= V [s --a ) ( s - b ) (s- ( ) (s - d ) 


2 2 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


2-24 . 


மாதிரி 1. நாற்கரம் ABCD ல் , AB , BC , CD முறையே a , b , c 
என்னும் நீளத்திற்கு சமமாகவும் B ன் மிகை நிரப்புக்கோணம் 
F , C ன் மிகை நிரப்புக் கோணம் - ஆகவும் இருப்பின் , இந்நாற் 
கரத்தின் பரப்பு } { ab sin ( c ) + bc sls + ca sin ( G + p ) } எனக் 
காண்க . 

AB , CD இவ்விரு பக்கங்களும் பல் சத்திக்கட்டும் . Co = l; 
BO = m எனக்கொள் . 


A 


B 


e 


m 


8 


- 


D 


C 


படம் 15 


Boc = 180° -6 
LOAD = ( a + m ) ( c + l ) sin ( 180 ° -e - p ) 

= } { ac + al + mc + m / } sin ( e + p ) 
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m 


A OBC = } ml sin ( 180 ° - () - p ) 

( i ) 
= 1 ml sin ( 0+ ) 

........ 
(i ) லிருந்து ( 11 ) ஐக் கழிக்க. 
நாற்கரம் ABCD ன் பரப்பு = sin ( 0 + p ) . ( ac + al + mc + ml - ml } 

= 1 sin ( 0 + 2 ) . { ac + al + mc } ...... ( A ) 
! 

b 
ஆனால் . A OBC லிருந்து , sin = sino in ( 180 ° -0 - ) 

( சூத்திரம் ( a ) 
ஆகையால் , m slo ( +0 ) = b sins. 

..... B ) 
மேலும் , I sin ( 0 + 0 ) = b sin 4 . 

... - ( C ) 
( A ) ( B ) , ( C ) யிலிருந்து , 
நாற்ரம் ABCD ன் பரப்பு = } acsin ( G + ) + a l sln ( 0 + ) 

+ } c • m sin ( 0 + p ) 
I ac sin ( 0 + 2 ) + } a , b sin a + cbsing . 

{ ab sin a + bc slap + ca si.s ( e + ) } 
மாதிரி 2. a ,b ,c , என்னும் நீளங்களைக் கொண்டு வரையப் 
பட்ட இரு சமபாப்புள்ள நாற்கரங்களில் முறையே a , மக்கு இடை 
உள்ள கோணம் 900 ஆகவும் , cd க்கு இடையே உள்ள கோணம் 90 ° 
ஆகவும் இருந்தால் ab 

= cd அல்லது a + b = 

a + b = c + d " 
நிறுவுக . 
AB = a ; BC = b ; CD = c ; DA = d ; 

d; B = 90 ° உள்ள 
நாற்கரம் ABCD ஐயும் , 
ABCD ஐயும் , A , B . 

= a ; B.C ] = b ; C | DI 
DLA = d . 

ம் , = 90 ° உள்ள நாற்கரம் A , B , C , D , ஐயும் எடுத்துக் கொள் . 
A , இரு நாற்கரங்களின் பரப்பைக் குறிக்கட்டும் . 

நாற்கரம் ABCD யிலிருந்து 
A ADC + / ABC = / . 

fcd sin Ô + jub 
= A. 
அதாவது , 2cd sin b = 4 / 
= 4A - 21 . 

............. ( } 
மேலும் , 2cd cos } = C2 + d2 

= C2 + de - AC 
= C2 + d2 - ( a + b5 ) 

Abc = 303 ) 
= c + d2 - 1 - 2 


டையே 


என 


= ( ; 


( : ABC 
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1 


== 


( 1 ) . ( ii ) ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட . 

4cd ? = ( 4 ) - 2ab ) 2 + [ c * + de - a - be ) * ... ( A ) 
இம்மாதிரியே நாற்கரம் A B \CD யிலிருந்து , 

4a b2 = ( 4 / - 2cd )? + ( a + b " -c - d ) - ( B ) 
( B ) லிருந்து ( A ) ஐக் தழிக்க , 

4 (ube - cd ) = ( 44- 2cd ) * – ( 41-2ab ) " 
ஆகையால் , a b - cd = ( 2 / - cd ) - ( 21 - ab ) 2 

( 24 - cd + 2 / - ab ) 

( 2 / - cd - 2 / + ab ) 
அதாவது , 

( ab - cd ) ( ab + cd ) = ( ab - ca ) ( 4 / - ab - cd ) 
கையால் ab - cd = 0 

.... iii ) 
அல்லது ab + cd = 4A - ab - cd 

ab + cd = 24 . 
அதாவது , lab + cd = / 

( iv ) 
ஆனால் , 

ab + cd sin D = A. 
ஆகையால் , sin b = 1 

. 
அதாவது , 
ஆகையால் , முதல் நாற்கரம் ABCDS , ABC CÔA 

= 90 ° . 
எனவே a + b = AC ” = c + d2 

..... ( v ) 
( iii ) , ( 1 ) லிருந்து , ab = cd அல்லது a b = c + d2 . 

225. பொதுவாக , ஒரு ABCD என்னும் நாற்கரத்தின் நான்கு 
பக்கங்கள் AB BC , CD , DA ஐத் தொடும் வட்டம் வரைய முடியாது . 

னெனில் , ஏதேனும் மூன்று பாகங்கள் , உதாரணமாக AB , BC , 
CD , ஐத் தொடக்கூடிய ஒரு வட்டம் நான் காவது பக்கம் DA ஐத் 
தொடவேண்டிய அவசியமில்லை . 

2.26 . உள் வட்டம் உள்ள ( circumscribed about a clrcle ) 
நாற்கரத்தின் பாப்பை , அதன் பக்கங்கள் , ஒரு ஜதை எதிர்க் 
கோணங்களின் கூடுதல் இவ்வுறுப்புக்கள் மூலம் கண்டு 
பிடிக்க . 

நாற்கரம் ABCD ன் பக்கங்கள் முறையே a , b , c , d ; A + 
எனக்கொள் . 


D = 900 . 


A + C = 20 


நாற்கரத்தின் பரப்பு - எனில் , 
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-- 


\ 2 = ( s - a ) ( s - b ) ( s - c ) ( s - d ) 
abcd cos d . ( $ 2.21 ) 

........ (i ) 
P.Q.R.S முறையே AB , BC . CD , DA வட்டத்தைத் தொடும் 
புள்ளிகள் ஆனால் , AP AS ( : AP , AS இரண்டும் AS இலிருந்து 

( வட்டத்திற்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் ) 

= x எனக்கொள்க . 
இம்மாதிரியே . BP = BQ = Y எனவும் , CR = CQ = Z எனவும் , 
DR = DS = u எனவும் கொண்டால் , 


2s = a + b + c + d 


A 


B 


( x + y ) + + - 

+ ( 2 + u ) + ( u + x ) 
= 2x + + z + u ) 


S 


dl 


$ = x + y + z + u 

( x + y ) + ( z + u ) 
= AB + CD = a + c . 


R ) 


D 


C 


) படம் 16 


இம்மாதிரியே , 

S = x + y + z + u 

( y + z ) + ( x + u ) 

= BC + AD = b = d . 
எனவே , உள் வட்டம் உள்ள நாற்கரத்திற்கு , 
S = a + c = b + d 

........( A ) 
ஆகையால் , ( i ) லிருந்து , 
A = ( u - a ) ( s - D ) ( s - c ) ( s - d ) - abcd cosed 

( a + c - a ) ( b + d- b ) ( a + c - c) (b + d - d ) - abcd cosed 
= c . d . a . b - abcd cosed 

abcd ( 1 - cosd ) 
abcd sind 


எனவே , 


sind . Vabcd 


2.2.7 . உள் வட்டமுள்ள நாற்கரத்தின் உள் ஆரத்தை 
நாற்கரத்தின் பரப்பு , நாற்கரத்தின் சுற்றளவு , இவ்வுறுப்புகள் 
மூலம் கண்டு பிடிக்க . 
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= 


படம் ( 16 ) லிருந்து , 
A AIB ன் பரப்பு * . IP . AB 

* .r . a 
இம்மா திரியே , 
A BIC ன் பரப்பு H.r. b ; 
A CID ன் பரப்பு 1.r. c ; 
A DIA ன் பரப்பு 
இந்நான்கு முக்கோணங்களின் பரப்பைக் கூட்டிலை : 
A AIB + ABIC + ACID + DIA = } r ( a + b + c + d s 
அதாவது , நாற்கரம் ABCD ன் பரப்பு r ( as ) 
அல்லது , 

A = rs .. 


> 


ஆகையால் , 


........ ( B ) 


S 


குறிப்பு : - $ 2.11 , முக்கோண சூத்திரம் ( c ) ஐ மேற்கண்ட 
நாற்கர சூத்திரம் ( B ) யுடன் ஒப்பிட்டுப் பார் . 

2-28 . 82-26 தேற்றத்தின் மறுதலை . ABCD என்னும் நாற் 
கரத்தில் , AB + CD = BC + DA ஆயின் நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் 
ஒரு வட்டத்தைத் தொடும் என நிறுவுக . 
நாற்கரத்தின் 

பக்கங்கள் DA ,, 
AB , BC ஐயத் தொடும் வட்டம் ஐ 

A 

B 
வரை . ( மூன்று கோடுகளைத் தொடும் 
வட்டத்தை , 

எப்பொழுதும் 
முடியும் ) 


வரைய 


M 


C 


Z ஐ , DC தொடவில்லை 

எனக் 
கொள் வோம் 

......... ( A ) 
DC ) என்னும் தொடு கோட்டை 
மயிலிருந்து விற்கு வரை அது , BC ஐ 
C ல் வெட்டட்டும் . 


C 


D 


படம் 17 





ஆகையால் , AB + CID = BC ) + DA 

( 82-26 ( A ) 
ஆனால் , AB + CD = BC + DA ( கொள்கை ) 
எனவே , 

CD - CID = BC - BCE C.C. 
அல்லது , DC = DC , + CC . 
அதாவது , 

ADCC ) ல் இரு பக்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 
மூன்றாவது பக்கத்திற்கு சமம் . 
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என்ற 


ஆகையால் , C | என்னும் புள்ளி , DCல் அமையும் . 
ஆனால் , 

C1 , BC ன் மீது உள்ளது . 
ஆகையால் , C , BC DC 

இரு கோடுகளின் மீதும் 
அமையும் . 

அதாவது , C , C யுடன் இணையும் . ( C ) , C coincide ) 
ஆகையால் , DC , DC , உடன் இணையும் . 
ஆனால் , DC ) , 2 ஐத் தொடுகிறது . ( அமைப்பு ) 
அதாவது , DC , -ஐத் தொடுகிறது . 

.-. ( B ) 
( A ) , { B ) இவ்விரண்டும் ஒன்றுக்கொன்று மாறாக இருப்பதால் 
நாற்கரத்தின் பக்கம் DC , ஐத தொட வில்லை என்று நாம் வைத்துக் 
கொண்டது தவறு . 

எனவே , நாற்கரம் ABCD ன் நான்கு பக்கங்களும் ஐத் தொடு 


கின்றன . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


2.29 . 

மாதிரி 1. ABCD என்னும் நாற்கரத்தில் AB + CD = BC + 
DA ஆயின் , AABD ன் உள் வட்டம் / BCD ன் உள் வட்டத் 
தொடும் என நிறுவுக . 


A 


K 


B 


AABD ன் உள் வட்டம் AB , BD , 
DA ஐ முறையே K , P. பல் தொடட் 
டும் . ABCD ன் உள் வட்டம் , BC , 
CD . DB ஐ முறையே N , M 
தொடட்டும் 


pz ல் 


w 


, 


P2 


N 


AK = AL ( AK , AL , வட்டம் 
தன் தொடுகோடுகள் ) 


22 


D 


இம்மாதிரியே 
BP = BK , 


M 
படம் 18 


DL = DP ) 
ஆகையால் , 
2 ( BP / + DA , = 2 ( BP / + DL + - LA ) 

= 2BP , + 2DL + 2LA 

BP1 + BK + DL + DP , + AL + AK 
= { BP , + P.D ) + ( DL + LA ) + ( AK + KB ) 

= BD + DA + AB 
5 
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- ( i ) 


2BP = BD + DA + AB- 2DA 

= BD + AB - DA 
இம்மாதிரியே , A BDC யிலிருந்து , 

= BC + BD - CD . 
ஆனால் , AB + CD = BC + D4 ( கொள்கை) 


2BP , 


..........( 11 ) 


ஆகையால் , 


AB - DA = BC- CD 
இரு பக்கமும் BD ஐக் கூட்ட . 
BD + AB - DA - BC + BD - CD 


{ 1 } , ( 11 ) லிருந்து . 

2 BP / = 2BP .. 
அதாவது , P. , P , உடன் இணையும் . 

ஆகையால் , வட்டங்கள் 1. 2. ஒன்றுக்கொன்று வெளியே 
தொட்டுக் கொள்ளும் . மேலும் , இவ்வட்டங்கள் தொடும் புள்ளி BD 
மீது அமையும் . 


மாதிரி 2. உள் வட்டமுள்ள ஒரு நாற்கரத்தின் உச்சிகளி 
லிருந்து அவ் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகளின் 
நீளங்கள் முறையே x , y , z , u எனில் அவ்வட்டத்தின் ஆரம் . 

zxyz என்றும் . அந்நாற்கரத்தின் பாப்பு Vzx EXvz என்றும் 

Σx 
நிரூபி . 


My 


படம் 16 ( $ 2-26 ) லிருந்து , 
AP = AS = x என்றும் 
BP = BQ = y என்றும் 
CQ = CR = z என்றும் 
DR = DS = என்றும் வைக்க 
AIPA = AISA. 


: IAP = 4 

AP = cof , ( : IPA = 90 ° ) 
அ - து ) x = r cof 4 (: IP = 7 , AP = P ) 
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A ) 


அல்லது , r = x tan 

2 | 
இம்மாதிரியே 

B 
r = y tan 
p 

2 } 

C 
T = z an 

2 

D 
1 = utan 

2 

J 


......... ( A ) 


A + B + C + D = 360 ° 


+ 


A 

+ 


tan 


2 


* +++ + = 180 
( 2 ) - an (190 - F + 

+ ) 
an ( +2) 

tars + t + n , 


= 


A 


tan 


+ tan 


B 
2 | 


A 
1 - tan 

2 


C 
1 - tan 

2 


. 


tan 


D 
tan 

21 


( அது ) (( 18n > +tan )+ ( 

+ lan ) - ( ran S + tan ) 


B 
= stan 

2 


. 


C 
tan 

2 


D 
tan 

2 


A 

B 
அல்லது , 2 tan = Stan 

2 

2 


4 


. 


tao 


ஆகையால் , ( A ) யிலிருந்து , 5 


X 


xyz 


4xyz 


எனவே , 


r2 


Xxyz 


அல்லது , 


M 


S = a + c 


( $ 2 • 26 ( A ) ) 


= x + y + z + u 
= = x 


......... ( 1 ) 
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நாற்கரத்தின் பரப்பு A = rs 


( 82-27 ( B ) ) 


2 


A xyz x (VAx ) 

Σ » 
= Vzxx zxyz . 


V 


2 210. வட்ட நாற்கரம் ( Quadrilateral irscribed in a circle ) 

ஒரு வட்ட நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் a . b , c d எனில் அதன் 
பரப்பை a , b , c , d மூலம் கண்டுபிடிக்க . 


A 


a 


B 


d 


8 


- 


D 


படம் 19 


ADBA ன் பரப்பு = 1 ad sin A. 

ADCB ன் பரப்பு = } bc sin C. 
தாற்கரம் ABCD ன் பாப்பு = / 

= ADBA ன் பரப்பு + ADCB ன் பரப்பு 
= } ad sin A + bc sin C. 
= } ad sia A i bc sin A ( A + C = 180° ) 
= sin A ( ad + bc ) 

2A 
ஆகையால் , sin A = 

- . (i ) 
ad + bc 
ADBA , ADCB யிலிருந்து , 
a + d2 - 2ad cos A = BD2 = C2 + b2 - 2bc cos C 

= b + c + 2bc cos A ( A + = 180 ) 
ஆகையால் , 2 cos A ( ad + bc ) = a + d2 - 62 - 2 

a + d2 -be - c2 
அதாவது , 

cos A = 

2 ( ad + bc ) 
( i ) , ( ii ) ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட 

4 / ( + d - b " -c3 ) 
cin A + cos A = 

( ad + bc ) 4.ad + bc ) 


T 


+ 


- 


= 1 ( a + d - b2 -c ) " 
முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 
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44 
அதாவது , ( ad + bc ) 

4 od + bc ) 
ஆகையால் 

16 / = 4 ( ad + bc ) - ( a + ar - b2 - c ) 2 
= { 2tad + bc ) + a + d - be - c " } x 

{ 2 ( ad + bc ) -a - de + b + c " } 
அதாவது , 161 * = { ( a + d ) " - ( b - c ) " } x 

{ ( b + c ) " - ( a - d ) " } 
= ( a + d + b - c ) ( a + d - b + c ) x ( b + c + a - d ) 

( b + c - a + d ) 
= 2( s - c ) - 2 { s - b ) • 2 ( s - d ) 2 ( s - a ) 

16/2 = 16s - a ) - ( s - b ) ( s - c ) • s - d ) 
ஆகையால் ஒரு வட்ட நாற்கரத்தின் பரப்பு = 

A = V { s - a ) (s - b ) ( s - c ) ( s - d ) 
2 • 211 . வட்ட நாற்கரத்தின் மூலை விட்டங்களை அதன் 
பக்கங்கள் மூலம் விவரிக்க . 

படம் 19 (82.210) லிருந்து , 
BD = a + d2 - 2ad cos A 

a + d - b 
= a2 + d2 - 2ad 

(82-210 ( 11 ) ) 
2 aa + bc ) 


* 


} 


( a + d ) { ad + bc ) -ad ( a + d : _b - c " ) 

( ad + bc ) 
bc ( a + u ) + ad ( b ’ + c ) 

( -d + bc ) 
bca : + bcd2 + adb + adca 

ad + bc ) 
( b : a + adbe ) + ( bcd2 + adc ) 

( ad + bc ) 
ab ( ac + bd ) + cd ( ac + bd ) 

( ad + bc ) 

( ab + cd ) ( ac + bd ) 
ஃ . BDS = 
BD % = 

( ad + bc ) 
இம்மாதிரியே , 

( ad + bc ) ( ac + bd ) 

( ab + cd) 
குறிப்பு : - மூலை விட்டங்கள் AC , BD யிலிருந்து , 


AC = 


10 


திரிகோல் 

காண கணிதம் 


AC • BD = { AB • CD ) + ( BC - DA ) எனத் தொலமியின் தேற் 
நத்தை நிருபிக்கலாம் . 


ACS - BDS 


X 


( ad + bc ) ( ac + bd ) 

( ab + cd ) 
( ac + bd ) 


( ab + cd ) ( ac + bd ) 

( ad + bc ) 


ACBD = AB CD + BC.DA 


2.212 . வட்ட நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் மூலம் அவ்வட் 
டத்தின் ஆரத்தைக் கண்டுபிடிக்க . 
ABDA ன் சுற்று ஆரம் = / BCD ன் சுற்று ஆரம் 

நாற்கரம் ABCD ன் சுற்று ஆரம் . 

( படம் 19.82.210 ) 
சூத்திரம் ( b ) (82-11 } லிருந்து , 

AB. BD . DA 
ADBA ன் பரப்பு 

4R 

( R = சுற்றுவட்ட ஆரம் ) 
இம்மாதிரியே , 

BC . CD . DB 
ADCB ன் பரப்பு 


4R 


நாற்கரம் ABCD ன் பரப்பு 

= ADBA ன் பரப்பு + ADCB ன் பரப்பு 
BD 

AB . DA + BC. CD 
4R 


BD 
4R 


{ 
{ al + te } 

M 
M (ab + cd ){ac + bill)(ad + bc) 


ad + bc 
4R 


அதாவது , A 


( ab + cd ) { ac + bd ) 

ad + bc 


1 
ஆகையால் , R = 

41 


M 


மாதிரிக் கணக்கு 
2.213 . 
ABCD ஒரு வட்ட நாற்கரம் , AB = a , BC = b , 

CD = C , 
DA = d ; 23 = a + b + c + d . AC , BD . 0 என்னும் , புள்ளியில் 

e 
வெட்டுகின்றன . Abs = 0 எனில் . tan 

(s- b ) ( s - d 
2 

( s - a ) { s - c ) 
எனக் காண்க . 


V (32 ) 
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முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 


மூலை விட்டங்களின் நீளங்கள் x , y ஆனால் 

b2 + de -as - c2 
cose = 


( 82.23 ( 1 ) 


2xy 


be + 12 - a - c2 

2 , ( at + bd ) 


( i ) (82 • 211 

குறிப்பு ) 


8 
ஆனால் 2 sin2 

2 


1- cose 


( சூத்திரம் ( 9 ) 81-1 ) 


9 
2 cos = 1 + cose . 

2 


tana? 


a ( -cose 

( ii ) 
2 1 + cose 

b : + de - a - ce 
(1 ), ( ii ) லிருந்து , 1 

2 ( ac + bd 
8 
tana 
2 

b2 + d - a - c 
1+ 

2 ( ac + bd ) 
( a + )--- { b - d ) 2 
( b +d_ { a - c ) 
( c + c + b - d ) ( a + c- b + d ) 
(b + d + a - c ) { b + d - a + c ) 
2 ( -d ) . 2 ( s - b ) 
2 ( s - c ) . 2 ( s - a ) 

( s - b ) ( s - d ) 
tana? 
2 

( s - a ) ( s - c ) 
e 

( S-- b ) ( S- d ) 
ஆகையால் tay 

2 

N (S- a ) ( 6 - c ) 
2-214 . ஒரு வட்ட நாற்கரத்திற்கு உள் வட்டம் 

வட்டம் இருந் 
தால் அதன் பரப்பை , பக்கங்கள் மூலம் கண்டுபிடிக்க . 

வட்ட நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் . a , b , c d 1 னில் , 
அதன் பரப்பு 

= 1 = V (s - a) (s - b ) ( s - c ) ( s - d ) (82.210 ) 
ஆனால் S = a + c = b + d . 

( 82 • 26 ) 
ஆகையால் , 1 = v ( a + c - a}( b + d - b ) ( a + c - c ) (b + d - d ) 

= Vabcd 


V 


எனவே , 


உள் வட்டமுள்ள வட்ட நாற்கரத்தின் பரப்பு 
= V ab d ( a , b , c , d அந்நாற்கரத்தின் 

பக்கங்கள் ) 
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திரிகோண கணிதம் 


மாதிரிக் கணக்கு 


2-215 


a , b , c , d என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட , உள் வட்ட நாற் 
கரத்தின் மூலை விட்டங்களுக் கிடையில் உள்ள கோணம் 
ac - bd 

என நிறுவுக . 
cc + bd 


Cos 


2 



= 


x , y நாற்கரத்தின் மூலை விட்டங்களின் நீளமானால் , 

b2 + d2 - a : 
cos 9 = 

( $ 2 23. ( i ) ) ....... (i) 
2xy 
1.2 + 1s - u 

--u2 - 2 
2 ( ac + bu ) 

( 8 2 • 211 , குறிப்பு ) 
( b + d ) - ( a + c ) * + 2 ( ac - bd ) 

2 ( ac + bd ) 
( a + cie- ( a + c ) +2 ( ac - bd ) 

( 82-26 ) 
2 ( ar + bd ) 


|| 


ac - bd 
an + bd 


cos 


ஆகையால் , 


1 


ac - bd 
ac + bd 


அப்பியாசம் 2 ( ஆ ) 


2 


1 . a , b , c , d என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட உள்ள வட்டமுள்ள 
நாற்கரத்தின் மூலை விட்டங்களுக்கிடையே உள்ள கோணம் . 
இந்தாற்கரத்தின் 

ஒரு சோ டி எதிர்க் 

கோணங்களின் கூட்டுத் 

4abcd.iac 
தொகை 2a என்றால் , tanp 

என நிறுவுக . 

( ac - bd , 
2. a , b , c , d என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட வட்ட 

நாற்கரம் 

AE ad 
ABCD ன் மூலை விட்டங்கள் E ல் வெட்டிக் கொண்டால் , EC 

bc 
எனக் காண்க . 


V 


3. வட்ட நாற்கரம் 

ABCD ன் பக்கங்கள் a , b , c , d . 

B 
2s = + b + c + d ஆனால் tan 

( s - a ) ( s - b ) 

என நிறுவுக . 
2 

( s - c ) ( s - d ) 
4 . a , b , c , d என்ற பக்கங்களையும் , I , P என்ற மூலை விட்டங் 
களையும் கொண்ட , உள் வட்ட முள்ள வட்ட நாற்கரத்தின் பரப்பு 
Ivx y - ( ac - bd ) எனக் காண்க . 
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முக்கோணங்களும் நாற்கரங்களும் 


எனக் 


5 . a b , c , d என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட , உள் வட்டமுள்ள 

abcd 

( a + c ) ( b + d ) 
காண்க. 

உள் வட்டமுள்ள வட்ட நாற்கரம் ABCD ன் பக்கங்கள் a , b , , d . 
2s = a + b + c + d ஆனால் , பின் வருவனவற்றை நிறுவுக , 

6. 1 ( ad + bc ) sia A = A = Vabcd ( A , ABCD ன் பரப்பு ) 
7 . cos A = ( ad - bc ) - ( ad + bc ) . 
A 

bc 
8 . 
2 

ad 
9. உள் வட்ட ஆரம் 

Vabcd 


tan 


V 


S 


10. A , B , C , D யிலிருந்து , உள் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் 

ad ab bc cd 
தொடு கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே 


S 


S 


S 


S 
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அத்தியாயம் III 


P 


a 


சிறு கோணங்களின் திரிகோண கணித 
விகிதங்களும் , தொடர்க்கூட்டலும் 

முதற் பிரிவு ( சிறு கோணங்கள் ) 
3.11 . ஆரையன் அளவில் எடுக்கப்பட்ட 6, குறுங்கோண 
மாகவும் நேர் ஆகவும் இருந்தால் , sin a < aten ( என நிரூபிக்க . 

0 ஐ மையமாகவும் , OP ( = a ) ஐ 
ஆரமாகவும் 

கொண்ட வட்டத்தை 
வரை . OA என்னும் ஒரு 

நேர் 
கோட்டை எடுத்துக் கொள் . OA 
வட்டத்தை ஓல் வெட்டட்டும் . 

Q ல் P 
என்ற புள்ளியை DOP = 0 என்னும் 
படி எடு . P ல் வரையப்பட்ட தொடு 
கோடு OA ஐ A ல் வெட்டட்டும் . 
A POQ ன் பரப்பு < வட்டக் கோணப் 
பகுதி ( Sector of a circle ) POQ ன் பரப்பு 
< APOA ன் பரப்பு . 

SON ....(i ) 
A POQ ன் பரப்பு 10P.OQ sin a 

a 

sine 
2 


படம் 20 


. 


வட்டக் கோணப்பகுதி POQன் பரப்பு 


aa 
2 


8 . 


A POA ன் பரப்பு 


OP.PA 


aa 


a . a tan e 


tane . 


ஆகையால் , ( i ) லிருத்து , 
a sin o < ha 0 < ja tan e . 
அதாவது , sin 0 < 0 < tane . 
lim sine 

lim 

an e 
3.12 . 

1 ; 

= 1 என நிரூபிக்க . 
e > 0 e 

+0 6 
83.11 லிருந்து sia G < G < tan G என நமக்குக் கிடைக்கிறது . 
முழுவதும் sin 8 ஆல் வருக்க . 

0 1 tan 

1 
t } ne cOS 

sin e 


1 Z 


( 


8 ) 


COS 


சிறு கோணங்களின் ... தொடர்க் கூ 


டலும் 
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cos 0 ஐ 


அணுகும் . 


G பூச்சியத்தை நெருங்கும் பொழுது , cos g , 
ஆகையால் , cos என் வரம்பு ( limit ) = 1 . 

lim 
அதாவது , 

cos 8 = 1 . 
8 + 0 


. 


ஆகையால் , 6 பூச்சியத்தை நெருங்கும் பொழுது ன் வரம்பு 

sing 
1 க்கும் 1 க்கும் இடையே உள்ளது . 

lim 8 
அதாவது , 

= 1 . 
e > 0 i : 0 

lim sino 
ஆகையால் , 

1 . 
8 + 0 e 


1 


இம்மாதிரியே , 


lim 
650 


tape 

e 


lim sin e 
640 

e 


cos G 


அல்லது . 


lim tan o 
0 > 0 

G 


1 . 


-- 


lan 10 


lim 
குறிப்பு : 

1 . 
G + 0 

9 
ஏனெனில் x = tan ) என்றால் . 0 = tan 18. மேலும் 6 பூச்சி 
யத்தை நெருங்கும் பொழுது x ம் பூச்சியத்தை அணுகுகிறது . 

lim 
( tan 0 = 0 ) . 

ஆகையால் , e > 0 tan1 
lim tan 1x 

1 . 
அதாவது , 

x + e 


X 


மாதிரிக் கணக்கு 


3.13 . 


sin 


( + = ) = 


0.87 எனில் , ன் 


மதிப்பை ஆரையன் 


2 


அளவில் இரு தசமத்தான சுத்தமாகக் கண்டுபிடிக்க . 

V3 1.732 
sin " sin 60 ° 

0.866 

( 1 ) 
2 

(( தோராய மதிப்பு ) 
(spproxinate value ) 


sun( ++ ) 


= 0.87 ( கொள்கை ) 


{ ii ) 


( i ) , (ii ) லிருந்து , ன் மதிப்பு , ஆரையன் அளவில் மிகச் சிறியது 
எனப் புலப்படுகிறது . ஆகையால் , sin x , X ஐயும் ; cos x , 1 ஐயும் 
அணுகும் . 
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திரிகோண கணிதம் 


( ii ) லிருந்து , sin 


cos x + cos 


sin x , 


0.87 . 


( iii ) 


3 


3 


cos x = 1 என்னும் தோராய மதிப்புக்களைப் 


( iii ) ல் sin x = x ; 
பொருத்த 


வ 


V3 


1 + x = 0 87 . 


2 


ஆகையால் , 

x 0.87 - 0.866 

0.004 
அதாவது , 

x = 0.008- ( ஆரையன் அளவு ) 

0 ° 27 ( பாகை அளவு ) 

அப்பியாசம் 3 ( அ ) 
கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளைத் தீர்த்து ஆரையன் அளவில் என் 
தோராய மதிப்பைக் காண்க 

T 
1 . 

+ x = 0.49 

( விடை . x = 0 • 0117 ) 


2 . 


sio 


= 0-721 


(விடை , x = 0 • 0198 ]] 


( ++ ) 
cor ( 5 x ) 


3 


= 0.82 


( விடை . x = 0.019 ] 


கீழ்க்கண்ட வற்றைத் தீர்த்து , பாகை அளவில் , ன் தோராய 
மதிப்பைக் காண்க . 
4 . sin ( 30 ° + x ) == 0.519 

( விடை . x = 1 ° 16 ] 
5 . cos ( 30 ° -x) = 0.878 

(விடை . x = 1 ° 22 ]] 
இரண்டாம் பிரிவு ( எளிய தொடர்க் கூட்டல் ) 
3:21 

h- வது உறுப்பு un ஐ . In - V. என்று சுலபமாகப் பிரிக் 
கக்கூடிய திரிகோண கணித வரிசைகளை மட்டும் நாம் இப்பொழுது 
காண்போம் 

இத்தகைய திரிகோண கணித வரிசையில் . = vo - . - 1. n ஐ . 
( n - 1 , ( n - 2 ) .... 2 , 1 , என மாற்றினால் , கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் 
கிடைக்கும் . 

-- ( 1 ) 
ur - | = Yn 

( 2 ) 
un - 2 = un - 2 

( 3 ) 


- 


un = Yn 


In - 2 


Yn - 3 
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சிறு கோணங்களின் .... தொடர்க் கூட்டலும் 


= 


| 


= 


- 


( 
n 
) 


ue = V9 
V. - Y1 

( 11 - 1 ) 
u1 = VI 

10 
கூட்ட 

ul + us + + un = vn -V எனக் கிடைக்கிறது . 

அதாவது , கொடுக்கப்பட்ட uy + u , + ... வரிசையில் , S. என்பது 
முதல் உறுப்புக்களின் கூட்டுக்தொகையைக் குறித்தால் , 

SK 10 . 

--- ( A 
3 22 sin d + + in ( + B ) + sin ( +23 ) + . 

+ sin 
( a + n = TB ) 

nß 
sip 

sin 
2 

என நிரூபிக்க . 
B 
sin 

2 


= I n 


{ A +(n-1)-2 } 


. 


கொடுக்கப்பட்ட திரிகோண கணித வரிசையில் , - வது உறுப்பு = 

un = sin ( u + n - 1 B ) 

B 
இரு பக்கமும் 2sin ஆல் பெருக்க . 

2 
B 
2ur sin 

2 ( 
2 

2 


- 


11 


cos { d + (n - 1) B 

d B- } 


1 3+ 


d + 


= 


பவ 


3 } 


(( S 


1. | 


சூத்திரம் ( 4 ) 


ஃ 2ur sin 


B 
2 


COS 


|| 


{ d - 


21 - 3 : 


} } 
2 } 


-COS 


{ d +(2" 


+ ( 211-1 ) 


- ( 1 ) 
மாற்றினால் , 


இம்மாதிரியே , n ஐ ( n - 1 ) , ( n - 2 ) ...... 2. 1 ஆக 
B 

B 
sin 

( 2H 
2 


2ur - 1 


= COS 


( 2 ) 


-ous { 4+(2x- 3) - 
* -303 { 4+ } } _ex { 4+ + } 


2u , sial 


( 7--1 ) 
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2 u , sin 


= cos { d- } 


cos {d 


{ + } 


...... ( n ) 


மேலே உள்ள n சமன்பாடுகளைக் கூட்ட . 


= cOS 


11 


2 sip 


2010 {- +* + - + --1+ } 

( - )- c0s ( +9 =14 
{a- itetarako 

{ 

d + 2n - 1 - d + B 
{d +(0–1) $ } ... {" } 
( a + = ), con 

sin 


sin 


2 


11 


2 sin 


sin 


B 
2 


GASTOS , SA 


B 
2 


COS 


3.23 cosd + cos( d * B ) + cos ! 2 + 2B ) + ... + cos( d + n - IB ) 

пр 
sin 
2 

என நிருபிக்க .. 
B 
sin 

2 


d + (n -1) } 

{ : 


an 


$ 3-22 லிருந்து 
sind + sid (d + B ) + sin ( d + 2B1 + ... + sin d + n - 13 ) 

B ) 
sin ( n - 1 ) 

sin 

nß 
2 

2 
В 
sin 


1 


= 


doo dt 


என மாற்ற . 
2 


sio ( 4+ 1)+ain (a + +B ) +sin (a + +2 B ) 


சிறு கோணங்களின் ...... தொடர்க் கூட்டலும் 
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T 


+ ... + sin 


( a + 


+ n - 13 ) 


2 


* 
{ a + % + ( n + 1 ) ; } sin 


sin 


nß 
2 


B 


sin 


22 


அதாவது , 
cosd + cos( d + B ) + cos d-+ 2B) + ... + cos ( d + n - 1B) 

B 
2 

B 
sin 


COS 


{ d+(n-1) } } $ 1 " > 


2 


குறிப்பு ( 1 ) : - 83.22 , 8 3.23 ல் 
மாற்றினால் , 


B ஐ B + 


என்று 


- 


sin ad- sin ( u + B ) + sin ( +23 ) .... + - 1 ) sin ( u + 11-1B ) 

n B + T ) 
sin + ( n - 1 ) 

sin 


sin 


1 /3 + r ; 

2 


cose -- cos ( d + B } + cos ( d + 29 ) ...... + ( - 1 ) r- | cos ( u + n - 1B ) 

( B + T } ) n { B + m ) 

sin 


cos { d + ( n - 1 ) 


( * 


£;" } 


2 


sin 


( B + T ) 

2 


கா 


குறிப்பு ( 2 ) : B 


எனில் , 5 sin { + r - 1 ) B ) } 


n 


r = 1 


1 


zcos { d + r - 1 ) B } = 0 [ .sin ( mm ) = 0 ] 


r = 1 


மாதிரிக் கணக்குகள் 
3-24 . 
மாதிரி 1 . 

for EL sin x + sin * ( x + r) + sin "( x + 2y ) + ... 
( n உறுப்புக்கள் ) 

1 - cos 2x 
sin2 x = 

(81.1 சூத்திரம் ( 9) 
2 
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இம்மாதிரியே , 


sio " ( x + y ) = 


1 cos ( 2x + 2y ) 

2 
1- cos ( 2x + 4- ) 

2 


sin " ( x + 2y ) = 


+-- 


ஆகையால் , 
sin x + sin ( x + y ) + sia ( x + 2y ! + ... ( n உறுப்புக்கள் ) 
cos 2r 

! - cos ( 2x + 2y ) 1 cos ( 2x + 4y ) 
+ 

+ 

+ ...... 
2 2 

2 

( n உறுப்புக்கள் ) 
= } { 1 + 1 + 1 = ...... ( 1 தடவைகள் ) } 
- } { cos 2x + cos ( 2x + 2y ) + cos ( 2x + 4y ) + 

[ n உறுப்புக்கள் ) 
( n - 1 ) 2y 
2x + 

sin 
1 

2 
21 X 

{ s 3 • 23 ) 
sie 


cos 


} 


7 


- 


2 


2y 


2 


n 


ப 


1 


cos 2x + n- 1y ) sin my 


X 


2 


2 


S11 ) 


- 


குறிப்பு : - இம் மாதிரியே sin 3 A 

3 sin A- 4 sin A ; 
cos 3 A 

4 cos A - 3 CoS A 
என்னும் சூத்திரங்களை உபயோகித்து 

sivax + sine ( x + y ) + sin " ( x + 2y } + ( r உறுப்புக்கள் ) 

cosex + cos ( x + 1 ) + cass * ( x + 2y ; + ...... ( உறுப்புக்கள் ) 
ஆகிய இவ்விரு வரிசைகளின் கூடு தல்களைக் கண்டு பிடிக்கலாம் . 
மேலும் , 8 sin + A 3 - 4 cos 2A + cos 4A ; 

8 cos4A = 3 + 4 cos 2A + cos 4A என்னும் சூத்தி 
ரங்களை உபயோகித்து , 
* ix * x + sin * ( x + y ) + sin * { x + 2v ) + 

( n உறுப்புக்கள் ) 
cos * x + ccs * ( x + y ) + cos * ( x + 2y ) + 

( n உறுப்புக்கள் ) 
ஆகிய இவ்விரு வரிசைகளின் கூடுதல்களையும் கண்டு பிடிக்கலாம் . 

மாதிரி 2. ABC என்னும் முக்கோணத்தில் , கோணம் C ஐ 
சம பாகங்களாகப் பிரிக்கும் நேர்க் கோடுகள் AB ஐ P , P ,, P3 , ... 
P ... என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன . ( = 90 ° ஆனால் , 


.... 


சிறு கோணங்களின் .... தொடர்க் கூட்டலும் 


81 


+ 


3 , 4 , 


+ 


+ (Part 


{ col + -1 } 


1 


1 1 

1 

CA + CB 
( P 

2CA - CB 
எனக்காண்க 
BCP , = PCP ,, 

Pr- | CA 
8 எனக் : காள் . 

A 
ஆகையால் , 8 

2 


- 


T 


P2 


P 


B 


CP , 

CB . 
sin B Si CP , B 

CB 
sin { 180 ° – B + G ) 

CC 
СВ 

படம் 21 
sin B + 0 ) 
இம் மாதிரியே , 
СВ 

СВ 
sin B sin ( B + 20 
sin B Sin (B + 39 ) 

СВ 
sin B 

sin ( B + n - 10 ) 
ஆகையால் , 
1 1 1 

1 
+ + 

+ 


CP , 


CPS 


CP - I 


- 


CP ) 


CP , 


CPS 


CP 


sin ( B + 9 ) 
CB sin B 


+ 


1 
CB •sin B 


( 


sin { B + 28 ) slo ( B + 30 ) 
+ 

+ 
CB sin B CB • sin B 

sis ( B + n - 18 ) 
+ 

CB sio B 
sin ( B + 0) + sin ( B + 20 ) + sin ( B + 30 ) + 

+ sia ( B + n - 18 ) 

( n - 1 உறுப்புகள் ) 
( n - 1 ) 0 ) ( n - 1 ) 8 
sIn B + G + 

sia 
2 

2 


} 


} 


1 
CB sip B 


a 


sin 


2 


sin 


( B + " ) 


(1-18 
sin 

2 


1 
CB sin B 


8 
lin 
in 

2 


6 
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no 


2 sin ( 


2 sin ( B + 


- ) . 


sin 


(n - 1 ) 6 

2 


1 
2CB sID B 


A 
sin 

2 


1 


0 


2CB slo 


sin B 


2 


2 


1 


cool 

B + 


-1 


2CB . sin 

40 


ain B 


&n 


or{ n9(2+ 
008 B ) 

.) . - cos ( B+ 2n – 12 
m ) -cos(B+1 

s(B +( 2n – 15 

( :: 6 = ) 
{cos( 8+ Cl ) + -io(8- ) 
{co 

com 


2CB.sip 


OD B 


4n 


1 


77 


r 


cos Bºcos 


- In B sin 


2CB sin 


sia B 


4n 


47 


4n 


cos B , sip 

toin B cos 
4n 


49 


1 
2CB . sio 

-sip B 
4n 


( sin B + cos B ) 


COS 


sia . 


4n 


4n 


) } 


cof 

4n 


{ co B)( 
2 CE { ( 1 + cof B)( 

-1 ) } 
- CE { (1+ ) ( cor - ) } 

{ cos ( -1 ) 
26 : 


CA + CB 
2CA . CB 


மாதிரி 3. ) கூட்டுக : 
+ 1 

1 
+ 

+ 
cos + cos 3 0 cos o + cos 5 A cos A + cos 70 

.- . ( 1 உறுப்புக்கள் ) 


+ 


சிறு கோணங்களின் ... 


தொடர்க் கூட்டலும் 
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2 cos 


U. = n- வது உறுப்பு 

1 
cos O + cos ( 30 + n - 129) 

1 
cose + cos ( 2n + 1 ) 0 

1 
9 + 2n + 18 cos 21 + 10 - ( ) ( 81.1 . 
2 

2 

சூத்திரம் ( 7 ) ) 
1 
2. cos ( n + 1 ) 0 . cos n G 
sive 

( பகுதி , தொகுதி 
2 sin G. cos ( n + 1 ) 9. cos G இரண்டையும் sin a 

ஆல் பெருக்க ) 
sin ( n + 10 - na ) 
2 sin a cos ( n + 1 ) 8. cos n e 
sin n + 1. G cos re - cos ( n + 1 ) 0 sione 

2 sin e . cos ( m + 1 ) 8. ce s n ) 


|| 


1 


U. 


{1 


tao (n + 1 ) 0- tanne 


2sine 


9 } 


vn - 1 எனக் கொண்டால் , 
1 

( tane - O ) 
2 sin e 


V. 


. 


S. 


V. 


- V. 


(83.21. ( A ) ) 


1 
2 sin a 


tan in + 1 ) - tane 


} 


tam - 11 


மாதிரி 4 கூட்டுக : 
4 6 

8 
+ tan 

+ 
1+ 3.4 1+ 8.9 

+ 
1 + 15-16 

( n உறுப்புக்கள் ) 
3 , 8 , 15 , ..... என்னும் வரிசையில் 7 - வது றுப்பு , un ஆகில் 
ப வரிசை : 3 , 8 , 15 , .... un 

น u1 ஐ Y1 என்றும் , us us v , என்றும் , 
Vn- | என்றும் எழுதிளுல் , தமக்குக் கிடைக்கும் 
ப வரிசை : 

y1 , 19 , .. , Va - 1 
ஆகையால் , Y1 = u , 

un 


น 


பா .1 ஐ 
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P ? = us 


น 


- 


1 = um 

uu1 
கூட்ட : v ] + v . + .. + vn - 1 = un - un 
ஆகையால் , un = u ] + ( v ] + v , + + -1 ) 

= 3 + ( 5 + 7 + --- ( n - 1 உறுப்புகள் ) ) 

1 
= 3 + 

2.5 + ( n - 2 ) 2 
2 


2) 2 } 


tan -1 


+ tan - 1 


என்ற 


= 3 + ( n - 1 ) ( 3 + m ) 
= 72 + 2n 

= n ( m + 2 ) . 
இம்முறையில் , கொடுக்கப்பட்ட ஒரு வரிசையின் 7 - வது உறுப் 
பைக் கண்டு பிடிப்பதற்கு வித்தியாசங்கள் முறை ( Method of 
differences ) எனப் பெயர் ) 

இப் மாதிரியே , 4 , 9 , 16 , .... என்ற வரிசையின் 11 -வது உறுப்பு 
n ( n + 2 ) + 1 = ( n + 1 ) * . 

4 , 6 , 8 , .... என்னும் வரிசை கூ . வி.ல் இருப்பதால் இதன் --வது 
உறுப்பு = 4 + ( n - 1 ) 2 = 2n + 2 . 
ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட , 
4 6 

8 
+ tan1 

+ 
1 + 3.4 1 + 8.9 

1 + 15-16 
வரிசையின் n- வது உறுப்பு 

2n + 2 
1+ n ( n + 2 ) ( n + 1 ) 

2n + 2 
அதாவது , Ur = tan 

1 + n ( n + 2 ) ( n + 1 ) 

( n + 2 ) ( n + 1 ) - ( n + 1 } n 
= tan 

1+ ( n + 2 ) ( n + 1 ) • ( n + 1 ) n 
= tan " ( m + 2 ) ( n + 1 ) - tan ( n + 1 ) n 

( கேள்வி 23 , அப்பியாசம் 1 ( அ ) 
= V. - V. - 1 எனக் கொண்டால் 
V. 

= tan 1 2 . 
S = V. - V. 

( 83-21 ( A ) 
= tan11 ( n + 2 ) n + 1 ) - tan 12 

( n + 2 ) ( n + 1 ) -2 
= tan 

1+ ( n + 2 ) (n + 1 ) 2 


tan - 1 


1 


சிறு கோணங்களின் .. 


தொடர்க் கூட்டலும் 
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= tan - 1 


n ( n + 3 ) 

1 + 2 ( n + 1 ) ( n + 2 ) 
மாதிரி 5. tan e = cof 0-2 cof 20 என நிரூபித்து , அதைப் 

9 1 9 

tan + 
2 

22 
என்னும் வரிசைன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க 


sin e 


tan e E 


cos e 


( இவையும், தொகுதியையும் 


2sin20 

பகுதியையும் , தொகுதியையும் 
2 sine cose 

2 sin 6 ஆல் பெருக்க . 
2 cos 0 - 2 ( cose - sin ? a ) 

2 sin ecose 
2 cos 

2 ( cose - sine 
2 sin e cos 0 2 sin a cos 9 
tan e = cof e - 2 cof 28 . 

( 81.1 . சூத்திரம் ( 9 ) ) 
e e 8 

என்று மாற்றினால் நமக்குக் கிடைக்கும் . சமன் 
2 221 211 
பாடுகள் பின்வருமாறு . 
tane = cof e - 2 cof 29 

........ ( 1 ) 
a 

9 
tan I - cof a 

- . ( 2 ) 
2 

2 


ஐ . 


을 


(4 


1 8 
tan 

22 


22cof 22 - cof 


9 
2 


( 3 ) 


( n ) 


2n - 1 


212 


1 8 1 8 1 

8 
2n - 1 taran i = 2n - rcof 

cof - 
மேற்கண்ட சமன் பாடுகளைக் கூட்ட 

e 1 8 
tan e + } tan 

+ 

+ ...... ( n உறுப்புக்கள் ) 


tan 


2 


22 


- 


-2cot 28 


2n i 


27 ( cof 


2n1 


21-1 


| 


1 
எனவே , S. = 

cof 

cof -2 cof 28 . 
குறிப்பு ( 1 ) : - ஒரு வரிசையின் முதல் n உறுப்புக்களின் கூடுதல் 
S. எனக் கொள்வோம் . 
ஃ it Sn = 1 ( முடிவுள்ள எண் , finite ) எனில் , இவ்வரிசைக்கு 

n * 
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குவித்தொடர் ( coEvergent series ) எனப் பெயர் . மேலும் , 

! என்பது இம் முடிவிலித் தொடரின் (infinite series ) கூட்டுத் 
தொகையாகும் ( Sum 10 infinity ) . 

e 
குறிப்பு ( 2 ) : -n > > ( n மிகப் பெரிய தாகில் ) -1 


> 0 


ஆகையால் it 


e 
tan 

2n 1 
e 


= 1 


( 83.12 ) 


e 


> 0 


2011 


2n1 


e 
அதாவது , 2n 1 tan 

2n1 


1 


e 


1 


ஆகையால் , 


, 


2n1 


2n - 1 > 


e 


மாதிரி 5 லிருந்து n > > எனில் 

1 
S. > --2 cof 2e 
9 

e 1 
அதாவது , tan G + } tan tan 

2 22 


tans + ...-- முடிவிலிவரை 


1 

-2 cof 29 
g 


அப்பியாசம் 3 ( ஆ ) 
கீழ்க்கண்ட வரிசைகளின் முதல் n உறுப்புக்களின் கூடுதலைக் 
காண்க . ( கேள் விகள் ( 1-7 ) 
1. sibed + sine24 + sins3J + 
d . nd 

3 ( n + 1 : 3nd 
sin 

zip 
2 22 

2 

2 
வீடை . 

L 
sly 

sin 

2 


A sin ( n + 1) / 


{ 


3 . 


2. sin 


e 

9 
+32 sins 
32 

35 


+ ...... 


20 


விடை : 


9 
si: - sine 
4 30 


* +3 sin " 

( வி . 
cov *8+ or ( e + % ) + co! * ( 3+ f ) ..... 

( கடை: "") 


சிறு கோணங்களின் 


தொடர்க் கூட்டலும் 
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4 12 cose +22 cos 20+ 32 cos 30+ 


cos (n + 1); slan 


8 
2 


( வி 


விடை 


. 


d 
de 


) 


e 
sin 

2 


5 siva sin 2d + sin 2 . sin 3d + sin 3d sin 4 + 

cos ( n + 2 ) d . sin nd 
விடை : } n cos de 

sin o 


" } ] 


6. Siral . ( OS 34 + sin 3d . cos 5 + sin 5d . cos 7+ .. 

விடை : sin 2 ( n + 1 ) d sin2nd 

n sin 2a 
Sir 2a 


2 } ) 


7. cosd . cos 5d + cos 3d.cos 7d + cos 5d cos9+ 
விடை : } cos 2 ( n + 2 d sin and 

+ n cos 4d 
sin 20 


ப } ) 


8 
8. lia cos 

2 


8 
COS 


8 


• cos 


e 
COS 

20 


sio e 

என நிறுவுக . 


22 


28 


9 . 


1 + 2 cos0 + 2 cos 20+ ....... +2 cos ( n - 1 ) = S. எனில் , 
8 

2ng 
sin 2n - 1 ) 

sin ? 
2 

2 
என்றும் , 1 + S + S8 + ... + S . 
8 
sis 

8 
sini 


Sr = 


* 


என்றும் நிறுவுக. 


2 


2 


L. 

3 . 
10. sind sin 3d + sins sin + sing sins, + ...( 1 உறுப் 
புக்கள் = } ( cos * cos 44 ) என நிறுவுக. 
பின் வருவனவற்றைக் கூட்டுக : 


11 . sece • sec 20+ sec 28 • sec 30 + sec 30 • sec 40+ 
( n உறுப்புக்கள் ) 

1 

tan ( n + 1 ) 8 - tan ne 


[ 


விடை sine 


{ tan 


» 8 } ) 


12. coseco cosec 20 + cosec 26 -cosec 30 + coiec 30 cosec 
40+ ...( n உறுப்புக்கள் ) 

1 
விடை : 

cof 0 - cof ( n + 1 ) 0 
sino 


} ) 
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13. tape : sec 20 = tan 26 - tane என்று நிரூபித்து , அதைப் 
பயன்படுத்தி , tane • s : c 28 + tan 28 • SEC 48+ tan 40 • sec 88+ .. 
( n உறுப்புக்கள் ) கூடுதலைக் காண்க 

( விடை : tar 200 - tane) 


14. tan 


3 

- + tan1 


2 

1 
+ tao 
9 


4 
33 


+ ...... + 


tap 1 


211 
1 + 22n - 1 


+ . 


..மூ.வ . 


( மு.வ : ad inf .) 


(விடை. 


] 


4 


15. tan 


-1 


1 

+ taa | 
1 + 1 + 12 


1 

1 
+ tan 
1 + 2 + 22 

1 + 3 + 39 
+ ..... ( n , உறுப்புக்கள் 


விடை . tav1 ( n + 1 ) 


4 


| 


16. tan 


2x 
1 + 3.1x2 


2x 

2x 
++ tan 

+ tan 
1 + 5 :3x2 

| + 7.5x2 

+ ...... ( 1 உறுப்புக்கள் ) 
[ விடை . tan 1 ( 2n + 1 ) x - tan x ) 


X 


X 


x 


17 , tan1 


+ tan 1 


1 + 2.1x3 


1 


+ tan1 1 + 3 +2x 

1 + 4-3x2 
+ ...... ( n உறுப்புக்கள் ) 
( விடை . tan 1 ( n + 1 ) x - tann) 
1 

1 
+ tan - 1 
13 

21 
+ ... - ( n உறுப்புக்கள் ) 
( 

4 


18. tan1 


+ tani 


3 


[ 


விடை . 


19. tand + 2tan24 +2 tav22 + .....( n உறுப்புக்கள் ) 

( விடை . cod_2n cof2nd ] 

9 
20 . tan 

என்று நிரூபித்து , அதைப் 

2 
9 

e 9 
See 9 + 1ay 

+ tan 
9 

4 ) 
+ ....... ( n2 உறுப்புக்கள் கூடு தலைக் கண்டுபிடிக்க . 

9 
விடை . tangtan 

2n 


see 


8 


see 


4. sced = tano - tan 

( 


. 


சிறு 


கோணங்களின் ...... தொடர்க் கூட்டலும் 
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} 


என்று 


SIX 


sinx 

1 
21 . tar 3x - Tanx 

நிருபித்து , 
cos 3x 2 
sin 3x 

sin3 x 
அதைப் பயன்படுத்தி , co.3x 

+ + + 

( n 
cos3 , x cos3x 
உறுப்புக்கள் ) கூடு தலைக் கண்டுபிடிக்க 

( விடை . } { tir 3rx - tanx } ] 
22. tand . tan 2+ tan 2d tan 3 + tan 3d . tan 4d + 

( 11 உறுப்புக்கள் ) 
tan ( n + 1d 

- ( n + 1 ) 
tard 


( 


விடை . 


1) 


23. corg . cof 20 + cof 20 cof30 + cof 39. cof 40+ . 

( 1 உறுப்புக்கள் ) 
[ விடை . cofa { cof0-3of ( n + 1 ) 0 } - ]. 


24 . 


cose < 0 = cof ) -cof 0 என்று நிரூபித்து , coseco + cose 
20 + coscc 2 ? o + cosec 2* 0+ ....... உறுப்புக்கள் ) = cof , - of 


- 


40 


CO 


1Cm 
+ COE 

13 


13 


2hya என நிறுவுக . 
27ா 6ா 

87ா 
25 . COS 

+ cos + cos 
13 13 

13 
125 
+ cos ஆகிய இவை 2x2 + 2x- 3 = 0 ன் 

13 
காண்க 


மூலங்கள் 


எனக் 


அத்தியாயம் IV 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 


4. 1. எந்தப் பல்கோணத்திற்கு உட்கோணங்கள் எல்லாம் சம 
மாகவும் பக்கங்களின் நீளங்களும் சமமாகவும் இருக்கின்றனவோ 
அதற்கு ஒழுங்குப்பல்கோணம் ( Regular polygon ) எனப் பெயர் . 

n பக்கங்களும் உச்சிகளும் உள்ள பல்கோணத்திற்கு 1 
கோணம் ( n - gon ) எனப் பெயர் . 

ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் ஏதேனும் மூன்று உச்சிகளின் 
வழியாக வரையப்படும் வட்டம் மற்ற உச்சிகள் வழியாகவும் செல்லும் . 
இவ்வட்டத்திற்கு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் வெளி வட்டம் எனப் 
பெயர் . 

இம்மாதிரியே , ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் ஏதேனும் 
முன்று பக்கங்களைத் தொடும் வட்டம் மற்றப் பக்கங்களையும் தொடும் . 
இவ்வட்டத்திற்கு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் உள் வட்டம் 
பெயர் . 


எனப் 


An 


A3 


n 


F 


R 


M 


இப் பல் 


4.2 . 1 பக்கங்களுள்ள 
ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பை 
அதன் சுற்று ஆரத்தின் மூலம் கண்டு 
பிடிக்க . 

Al ! A. , As . " . , An , பக்கங் 
களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 

உச்சிகளாக இருக்கட்டும் . 
A Az 

0 என்னும் புள்ளி 

காணத்தின் சுற்று மையத்தைக் குறிக் 
படம் 22 

கட்டும் . ( படம் 22 ) 
விலிருந்து இப் பல கோணத்தின் பக்கங்கள் AAS , A , As 
க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் முறையே 
M ) , M ,, ... ஆக இருக்கட்டும் . 
A04 , = A , 0As= ... = 

... = Ano.4 , 

( : A , A2 = A , Ag = = AnA ) 
ஆனால் A , 6A , + A , 6As + ... + ALOA , = 20 
: A , 6A , 


= ..... 


கா 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 
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மேலும் OA = 0A , = 0A = ... = 0An = R ( சுற்று ஆரம் ) 
A 0A % 0A , ன் பரப்பு = , OA , OA , sin A , 0A , 

= } R * sis ) * [ $ 2 • 11 சூத்திரம் ( 6 ) ) 


20 


முக்கோணங்கள் OA , A , OA , As , OAnA ) சர்வ சமமாகை 
யால் , A0A1A , + 10A , A3 

A0A , As + AOAnA ன் பரப்பு = n x 
10AAஷன் பரப்பு . 

R2 21 

sin 
2 


= n x 


H 


அதாவது , ஒழுங்குப் பல்கோணம் AA , As ... An ன் பரப்பு 

nR2 

20 
sia 
2 


A 


4.3 


1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற் 
றளவை அதன் சுற்று ஆரத்தின் மூலம் கண்டுபிடிக்க . 

OM IAA, ( படம் 4 ( அ ) 
. A0AM , = 40A , M , 

20 
ஆகையால் , AM, = A , OM = } ADA , . 


. 


= 


1 


MAY 


T 


= sin M , DA , 


- 


sin 


OA , 


T 


T 


அல்லது , MA, 


OA sin 


= R sin 


n 


ஆகையால் , AA , 


2 A , M ) 


= 2 R sin 


* 


அதாவது , 


a = 2 Rsin 


( a = AA ,, ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் 


பக்க நீளம் ) 
எனவே , ஒழுங்குப் பல்கோணம் AA , As ..... An ன் 

சுற்றளவு A1A , + A2Ag + 


AnA ) 


= na 


T 


* 


T 


.. 


சுற்றளவு 


= n . 2Rsip 


2n R sin 


12 


1 
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4.4 

1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பை 
அதன் உள் வட்ட ஆரத்தின் மூலம் கண்டுபிடிக்க . 


An 


A3 


உள் 


n பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல் 
கோணம் 

A , A , A , An ன் 
வட்டம் அதன் பக்கங்கள் A , A ,, A , A8 , 

AnA ) ஐ முறையே M1 , M. 
Mn ல் தொட்டால் , M ) , My 

Mn 
அப் பக்கங்களின் மையப் புள்ளிகளாக 
இருக்கவேண்டும் . 


* 


M 


A2 


படம் 23 


இத் தொடு வட்டத்தின் மையம் 0 , ஆரம் - எனில் 

OM1 = 0M , = ... OMn = I . 
/ OAA , ன் பரப்பு = , A , A , OM , 

= AM 1 OM | 

OM , tan T. OM , 


( 


. 


M1A , 

= tan 
M , 0 


) 


n 


T 


= 12 1a0 


h 


மேலும் , முக்கோணங்கள் OAA , OA , As .... OAnAn 
ஒன்றுக்கொன்று சருவசமனாகையால் , 
ஒழுங்குப் பல்கோணம் AA , A , ... An ன் பரப்பு = n . AOA1A2507 

பரப்பு 


T 


= n : r2 tap 


11 


அதாவது , 


n பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 


T 


பரப்பு = nr " tan 


4-5 . n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 
சுற்றளவை அதன் உள் ஆரத்தின் மூலம் கண்டு டிக்க 

1 பக்கங்களுள்ளள ஒழுங்குப் பல்கோணம் 
AA , As ... An ல் AA , = A , AS = = AnA , = a எனில் 

a = 2A , M. ( படம் 4 ( ஆ ) ) 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 
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M 


= 2.0M1 • ten | 


1 


T 


. 


a 


2r tan 


n 


* 


ஆகையால் , சுற்றளவு = na = n 2r tan 


A 


T 


= 2nr tan 


4-6 . n . பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 
பரப்பை அதன் பக்கங்கள் மூலம் கண்டு பிடிக்க . 
n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பலகோணத்தின் பக்கம் a எனில் 

a = 2R sin ( = R சுற்று வட்ட ஆரம் ) 


( 8 4 3 ) 


1 


T 


ஆகையால் , R 


( y 


2 sin 


nRa .sia 


20 


mk , 


ஆனால் , ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் பரப்பு 


184 2 ) 


nR 


2 sin 


2 


COS 

n 


11 


ae 


= 1 


sin 


COS 


4 sina 


n 


na ) 
4 


TT 
cof 


. 


எனவே , பக்க நீளம் a கொண்ட 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் 

naa 
பல்கோணத்தின் பரப்பு 

4 


. 


cef 


குறிப்பு ( 1 ) : - மேற்கண்ட சூத்திரத்தை , 8 4 :4 , $ 4.5 ஐ உபயோ 
கித்தும் நிறுவலாம் . 


T 


குறிப்பு ( 2 ) : - 5 4-3 , $ 4 5 லிருந்து r = Ros 


எனப்புலப்படும் . 


n 


47. இப்பொழுது 3.11 , $ 4.1 ஐ உபயோகித்து ஒரு வட்டத்தின் 
பரப்பைக் கண்டுபிடிப்போம் . 
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n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் A1 A , As ...... A. 
ஐயும் , ஆரம் R உள்ள அதன் சுற்று வட்டத்தையும் எடுத்துக் கொள் 
வேம் ( படம் 22 ) 

இவ்வொழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கை 1 ஐ , 
அதிகரிக்க , அதிகரிக்க அதன் பரப்பும் அதிகரித்துக்கொண்டே வரும் . 

ஆயைால் n > » எனில் , ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பின் 
வரப்பு , சுற்று வட்டத்தின் பரப்பிற்குச் சமமாகும் . 

lim nR 21 
அதாவது , வட்டப்பரப்பு = > 22 

sip 


21 
sin 


lim nR 
>> 2 


27 


lim 
n * 


2m 

sin 
KR . 

27 


271 
sip 
Jim 

27 


TR2 - 


20 
= xRlinsin 


H 


27 


27 

+0 
n 


= TR7.1 


( 83.11 } 


ஆகையால் , வட்டத்தின் ஆரம் R எனில் அதன் பரப்பு = TR . 


குறிப்பு : - ஒரு வட்டக் கோணப் பகுதியின் கோணம் 6 எனில் 
அதன் பரப்பு = RG. ( R = வட்ட ஆரம் ) 

வட்டக்கோணப்படிதியின்பாப்பு வட்டப்பரப்பு 
ஏனெனில் , 
9 

21 


KR 
27 


||| 


R2 
2 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 
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4-8 . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1 . ஒரு வட்டத்தினுள் வரைந்த ( inscribed ) 2n 
பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பு , அதே 
வட்டத்தினுள் வரைந்த n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் 
கோணத்தின் பரப்புக்கும் அந்த வட்டத்தை உள் வட்டமாகக் 
கொண்ட n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப் 
புக்கும் இடை விகித சமன் ( mean proportional ) என நிறுவுக 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் வட்டத்தின் ஆரம் R எனில் அதைச் 
சுற்று வட்டமாகக் கொண்ட 71 பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல்கோணத் 

nR2 21 
தின் பரப்பு sin ( 

82 -....... ( 1) 


2 


இதே வட்டத்தை உள் வட்டமாகக் கொண்ட 7 பக்கங்களுள்ள 
ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பு = r.R ’ tan 


இவ்விரண்டு பல்கோணங்களின் பாப்புகளின் இடை 


T 


விகித சமன் = 


• sin 


. 


nRº tan 


M " 

M/ sin 


T 


nFº 


. 


COS 

7 


sin / 
cosm / n 


1 ? 


T 


= nR2 sin 


2nR2 21 
( அதாவது ) 

sin . 
2 27 
= கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகக் 

கொண்ட 2n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் 

கோணத்தின் பரப்பு ( $ 4-2 ) 
மாதிரி 2 . ஒன்றுவிட்ட ( alternate ) பக்க நீளங்கள் a , b 
உள்ள ஒரு அறுகோணத்தின் சுற்று ஆரம் R எனில் 3R2 = a2 . * 
ab + b ? என நிறுவுக . 
ஒன்று விட்ட பக்க 

நீளங்கள் a , b உள்ள அறுகோணம், 
ABCDEF ன் சுற்று மையம் 0 ஆரம் R எனில் , 

AB = CD = EF = a ; 
BC = DE = FA = ) ; 
AdB = C6D = E & F = d : 
BOC = DOE = FOA = 3 எனக் கொள் . 
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ஆகையால் , 4 = 2R in s 

:: ADB = 4 


( 87.11 . சூத்திரம் ( 3 ) ) 

( i ) 


ACB = 


dL 
2 


.........(ii ) 


B 
இம்மாதிரியே , b = 2R sin 

2 
AbB + BOB + coD + DOE + EOF + FOA = ? * . 
ஆகையால் , 

3 + 2B 21 . 

20 
அதாவது , 

d + B 

3 


= 120 ° . 


a " + ab + b " = 4R ? 


+ sin , . sla 2 + sin 


} } 


{ sin 
{ 1 


= 3R 


dFI - cos B + 


d -- B 

2 


B - co } 


COS 


= 22 


2- 2 cos 

d- B 

2 


cos 


d - B 


COS 


2- 2 + 

- + } 
(:: cos ** Peos sor-1 ) 
{ 1 

2 - * 5 } 


2R2 


d - ßB 

2 


+ ( OS 


2R ) 


= 3R2 . 


மாதிரி 3 . 

P என்னும் புள்ளி 1 பக்கங்களுள்ள 
ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் உள் மையத்திலிருந்து C என்னும் 
தூரத்தில் இருக்கிறது . உள் வட்ட ஆரம் - எனில் , யிலிருந்து 
இப் பல்கோணத்தின் பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் குத்து நீளங் 

( 2 
களின் வர்க்கக் கூடுதல் ) + 

என நிறுவுக . 
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ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 


n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் AA , As.An உள் 
மையம் 0 எனவும் , உள் வட்ட ஆரம் | எனவும் கொள் . விலிருந்து 
OM ) , OM2 ......... OMn முதலிய குத்துக் கோடுகளை முறையே 
A , A ,, A , 49 ,...... AnA , க்கு வரை . ( படம் 23 ) 

OP = C ( கொள்கை ) 
POM = d எனில் , 

20 
POM , = d + 
; 


n 


4m 


POM3 = 4 + 


27 
POMn = + ( n - 1 ). 


P யிலிருந்து AA , க்கு வரையப்படும் செங்குத்து PP ) எனில் 

PP : || OM ) 
மேலும் PP = 0M1-0Pcos d 

= r - c cos d . 
இம்மாதிரியே , PP.PP ...... PPI முறையே A ,AAA4 - AnA- க்கு 

21 
செங்குத்துக்கள் PP , = r - C cos 


( a + 
(( 2 + 
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PPs = r - C cos 


cl + 


n 


ஆகையால் , PP , * + PP , + PP s + ... + PPn * 
= nr2 - 2re 

cosa + co 


Pre - r - c con ( 4+ ( x - 1 ) "" ) 

{ cos cor ( a + r )+ cos ( a + ) 
+ c * {cor a + cos " (a + ஈ )+ cos ( a + " ) 

cos { a + ( n - 1 ) ; } . " " 


( + ....... உறுப்பு ) 


+ ..... ( n உறுப்புக்கள் ) 


mr - 2re 


sin 


n 


7 
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திரிகோண கணிதம் 


+ 


* {[1+ 0 2 4 ) [ 1+ 60 ( 4 + # ) ] 
+ [ 1+ cos (24+ °F ))+....-.-(மஉறுப்புக்கள் )} 

{ d + ( n - 1 ) % } 


( OS 


* il N 


nre -2rc . 


sta 


cos {2 & + (w -1) 27 } 


sin 2m 


+ 


n + 


21 


sin 


mre + 


mc2 
2 


( sium = sin 2 = 0 ) 


மாதிரி 4 . 

சம சுற்றளவுள்ள ஒழுங்கு ஐங்கோண ( Pentagon ) 
தச கோணங்களின் ( Decagon ) பரப்பு விகிதம் 2 : V5 எனக் 
காண்க . 

ஒழுங்கு ஐங்கோணத்தின் பக்க தீளம் a எனவும் , ஒழுங்கு தச 
கோணத்தின் பக்க நீளம் 6 எனவும் கொள் . 
வ்விரண்டிற்கும் சுற்றளவு சமம் 

( கொள்கை ) 
5a 105 . 


ஆகையால் , 


அதாவது , 


a = 2 


- .. ( 1 ) 


ஐங்கோணப் பரப்பு 


5 


a 
4 


cof 
55 


5ai 


cof 36 


4 


தசகோணப் பரப்பு 


b2 
4 


= 10 


cof 

10 


cof 10 


( 84.6 ) 


559 
2 


cof 18 ° 


ஆகையால் , பரப்பு விகிதம் 


a - cof 36 ° 
252.cof 18 ° 


cof 36 
2 . 

cof 18 


( ( 1 ) விருந்து ) 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 
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-- 


]] 


2 cos 36 ° • sin 18 ° 
Sin 36 ° 

cos 18 
4 cos 36 ° sin 18 
2 sin 36 ° cos 18 ° 
4 cos 36 ° • sin 18 ° 
sin54 ° + sin 18 ° 

( $ 1-1 சூத்திரம் ( 8 ) 
4 cos 36 ° • sin 18 
cos 36 ° + sin 18 

V5 + 1 / 5-1 
4 | 

4 
/ 5 + 1 V5-1 

{8136 ) 
4 


|| 


+ 


4 


1 
/ 5 
2 


5 


. 


2 


V5 


மாதிரி 5 . ஒரே வட்டத்தை , உள் வட்டமாகவும் , சுற்று 
வட்டமாகவும் கொண்ட , 1 பக்கங்களுள்ள இரு ஒழுங்குப் பல் 
கோணங்கள் வரையப்பட்டால் , முதல் 

முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத் 
தின் பரப்பு , இரண்டாவது ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் பாதிச் 
சுற்றளவுக்கும் , முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று ஆரத் 
திற்கும் உள்ள பெருக்கல் பலன் எனக் காண்க . 

கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தின் ஆரம் எனக் கொள் . முதல் 
ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்க நீளம் 4 எனில் 


T 


a = 2 / tan 


; அதன் பரப்பு A என்ருல் 


2 


A = n 


T 
cof --- 

n 


( $ 4 5 ; $ 4 • 6 ) 


........(1) 


4 


ரண்டாவது ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்க நீளம் ம் எனில் 

T 
b := 21 sin அதன் சுற்றளவு 

nb . 


ஆகையால் அதன் பாதிச் சுற்றளவு 


rb 

- 
= mr sip 
2 


. 


.......... ( il ) 


= S எனக் கொள் 
முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று ஆரம் R எனில் 
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திரிகோண கணிதம் 


R = r secm / m ( $ 46 . குறிப்பு 2 ) 

........ ( ili ) 
ஆகையால் , 

( இரண்டாமது ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பாதிச் சுற்றளவு ) X 
( முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று ஆரம் ) 

= SXR 


= nr sio 


X 

coim / n 


1 


= / r2 tan 


472 


== 


4 . 


to " T xcof 
cor " 


a ) 
4 


. 


( i ) லிருந்து a = 2r tan 


= முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பு . 

அப்பியாசம் 4 
1. ஒரே வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகவும் , உள் வட்டமாகவும் 
கொண்டு வரையப்பட்ட , 7 பக்கங்களுள்ள இரு ஒழுங்குப் பல்கோணங் 
களின் பரப்பு விகிதம் 3 : 4 ஆனால் ான் மதிப்பு என்ன ? 

( விடை : n = 6 ] 
2. 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று 
வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியை இப் பல்கோணத்தின் உச்சிகளுடன் 
சேர்க்கக் கூடிய நாண்களிள் 

நாண்களின் வர்க்கக்கூடுதல் 2nr எனக் காண்க . 
( r = வட்ட ஆரம் ) 

3 . சுற்று ஆரம் R உள்ள , n பக்கங்களைக் கொண்ட ஒழுங்குப் 
பல்கோணத்தின் ஒரு உச்சியை மற்ற உச்சிகளுடன் சேர்க்கும் நாண் 

T 
களின் கூடுதல் 2R cof எனக் காண்க 

2n 
4. ஆரம் / உள்ள ஒரு வட்டத்தில் அமையும் ஏதேனும் ஒரு 
புள்ளியிலிருந்து அவ்விடத்தைத் தொடும் ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 
11 பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் குத்து நீளங்கள் PP ...... pn ( n > 3 ) 
எனில் 


1 


2 


( i ) 2zp = 31r ? ( ii ) 

( ii ) 2 , p. 

2zp = 5m எனக் காண்க. 

T = 1 
5 . 1 , 2ா பக்கங்கள் உள்ள இரு ஒழுங்குப் பல்கோணங்களின் 
சுற்றளவுகள் சமமாகில் , அவைகளின் பாப்பு விகிதம் 


ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 
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2 cos 


( 1 + cos % )என 


என நிறுவுக . 


n 


6 . பக்க நீளம் a உள்ள ஏதேனும் ஒரு ஒழுங்குப் பலகோணத் 
தின் சுற்று வட்டத்திற்கும் உள் வட்டத்திற்கும் இடையிலிருக்கும் 
பரப்பு , அப்பல் கோணத்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கை ஏதாயினும் , 
மாறாது என நிறுவுக 
7 . 

n பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் உள் வட்ட 
ஆரம் , சுற்று ஆரம் R. எனில் n + Ra = 2ran எனக் காண்க . 

8 . சம் சுற்றளவுள்ள ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் பரப்புக்கும் 
ஒரு ஒழுங்கு அறு கோணத்தின் பரப்புக்கும் உன்ள விகிதம் 2 : 3 
எனக் காண்க . 


2 


9 . 

ஒரு ஒழுங்கு எண் கோணத்தின் ( Octagon ) உள் வட்ட 
ஆரம் a . மற்றொரு ஒழுங்கு எண் கோணத்தின் சுற்றுவட்ட ஆரம் b . 

V2 + 1 
இவைகளின் பரப்புக்கள் சமமாகில் 

எனக் காண்க 

- 2/2 
10 . a , 2a என்ற சுற்று ஆரங்களைக் கொண்ட இரு ஒழுங்கு 
ஐங்கோணப் பரப்புக்களின் கூடுதல் , ஐ உள் ஆரமாகக் கொண்ட 
ஒரு ஒழுங்கு ஐங்கோணத்தின் பரப்புக்குச் சமமாகில் + 6 = 5 + 5 } a 
என நிறுவுக . 

11 . ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்திர்கும் , ஒரு ஒழுங்குப் பன்னிரு 
கோணத்திற்கும் ( Rogalar Dodel agn) 

fi ) சுற்று வட்டம் ஒன்றாகில் அவைகளின் பரப்பு வீகிதம் V3 ; 2 
என்றும் சுற்றளவு விகிதம் 1 : / 6-12 என்றும் 

( ii ) உள் வட்டம் ஒன்றாகில் , அவைகளின் பரப்பு விகிதமும் 
சுற்றளவு விகிதமும் 1 : 2 v3-3 என்றும் காண்க . 
12 . சுற்றளவுள்ள ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்திற்கும் , 

கோணத்திற்கும் உள்ள பரப்பு விகிதம் 4 / 3-6 : 1 என 
நிறுவுக . 


சம 


பன்னிரு 


[ 01 


அத்தியாயம் V 


P2(-2+ i ) 


சிக்கல் எண்கள் 
5.1 . வரைவிலக்கணம் . -1 ன் வர்க்கமூலம் V - 1 ஒரு கற் 

- 
பனையான எண் . அதை எனக்குறிப்பது வழக்கம் . x , y என்பவை 
முழுவதும் மெய்யான எண்களாகில் , x + ty என்னும் கணியத்திற்குச் 
சிக்கலெண் ( complex number ) எனப்பெயர் . 
5.2 . i = V = 1 ஆகையால் , 

i = -1 ; i * = i i = -i ; i * = i * i " = ( - 1 ) ( --1 ) = + 1. 
இம்மாதிரியே , பான் மதிப்பைக் காணலாம் ( 1 என்பது ஒரு முழு 
எண் ) 
5.3 . 

வரை கணித முறையில் சிக்கலெண்ணைக் குறிப்பது . 
( Geometrical representation of a complex number ) 

வழக்கம் போல் இரு செங்குத்து 
Y 

அச்சுக்கள் OX , OY ஐ எடுத்துக் கொள் 

வோம் . 
P , ( x + ig ) 

OM1 = x ; M_P = y புள்ளி P1 

லிருந்து OY , OX அச்சுக்கள் வரையில் 
M / உள்ன செங்குத்து 

நீளங்கள் 
P4 ( 2- i ) அதாவது ) P , என்னும் புள்ளியின் 

கூறுகள் ( coordinates ) ( x . y ) எனில் 
P1 என்பது 

x + iy என்னும் சிக்கல் 

எண்ணைக் குறிக்கும் . இவ்வாறு P ஐ 
படம் 24 

எடுத்துக்கொண்டால் இப் படத்திற்கு 
ஆர்கண்ட் வரைபடம் ( Argand Diagram ) என்று பெயர் . 

இப்படத்தில் X அச்சை மெய்யான அச்சு என்றும் , அச்சைக் 
கற்பனையான அச்சு என்றும் சொல்லுகிறோம் . 

இவ்வார்கண்ட் படத்தில் ( படம் 24 ) ) P. ன் கூறுகள் ( -2 , 1 ) 
எனில் அது குறிக்கும் சிக்கலெண் -2 + i . P ன் கூறுகள் ( -1 , - 2 ) 

குறிக்கும் சிக்கலெண் -1-21 . இம்மாதிரியே 
P4( 2 ,-1 ) குறிக்கும் சிக்கலெண் 2-1 . 

குறிப்பு : பல்வேறு சிக்கலெண்களைக் குறிக்கக்கூடிய 
புள்ளிகள் ஆர்கண் தளத்தில் ( Argend Plane ) நான்கு காற் 
பகுதிகளிலும் ( Quadrants ) அமையும் . 


X 


Pe(-1-12) 


எனில் 


சிக்கல் எண்கள் 
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எனக் 


வழக்கம் . 


M 


-20 


5-4 . பொதுவாக x + iy என்னும் சிக்கலெண்ணை z , 
குறிப்பது 

P என்னும் 
Y 

P ( 3 ) புள்ளி 2 என்னும் சிக்கலெண்ணைக் 

குறிக்கட்டும் . குத்துக் கோடு PM ஐ 
P யிலிருந்து X அச்சுக்கு வரை . 
ஆகையால் , 0.M = x , MP = y . 

y 
y 

OP = + Vx + y ; 1an G 

எனவே 0 ஆதியானால் ( origin ) OP 
P - 3 ) 

( 3 ) மீன் நீளம் 2 ன் குணகம் ( modulas ) 

என்று சொல்லப்படுகிறது . இக்குண 
படம் 25 

கத்தை 

1z1 = OP = + Vx + y " 
என்று குறியீட்டு விளக்குகின்றோம் . 

க் குணகத்திற்குக் கூட்டல் குறிதான் எடுத்துக்கொள்ள 
வேண்டும் . அதாவது , x + y ன் குணகம் + Vx + y " .. 


என்று 


கோணம் ( ஐ . சிக்கவெண் z ன் வீச்சம் ( amplitude ) 
வரையறுக்கப்படுகிறது . -ாக்கும் , +ாக்கும் இடையே 

உன்ள 

y 
எந்தக் கோணம் 9 , cos 0 : 

sine 

என்ற இரு 
Vx2 + y 

Nx ^ + y * 
சமன்பாடுகளுக்கும் தகுதியாயிருக்கிறதோ , . அதுதான் , 

அது தான் , x + fyi 
வீச்சத்தினுடைய முதல் மதிப்பு ( principal value ) . 9 + 2mm என்பது 
வீச்சத்தின் பொது பதிப்பாகும் ( General value ) 

மெய்யான அச்சில் ( x அச்சு ) P ன் பிரதிவிம்பம் ( Reflection ) 
Q எனில் , ( குறிக்கும் சிக்கல் எண்ணிற்கு z ன் இணைச்சிக்கலொன் 
( conjugate ) எனப் பெயர் . 

பெயர் . இதன் குறியீட்டு விளக்கம் 2. படம் 
25 லிருந்து . z = x - 1y . என விளங்கும் . 

P1 என்னும் புள்ளியை OPS PO = 0P " என்னும்படி எடுக்க 
படம் 25 லிருத்து , P , என்னும் புள்ளி -x - iy ஐ , அதாவது - ஐ 
குறிக்கும் என விளங்குகிறது . 

சிக்கலெண்ணின் குணகம் , வீச்சம் ( முதல் மதிப்பு ) வை 
களைப் பற்றிய குறிப்பு : ( படம் 24 ஐ பார்க்கவும் ) 

( 8 ) P1 குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் ணகம் = + 0P : 
வீச்சத்தின் முக்கிய மதிப்பு = ZXOP ] [ இது ஒரு நேர் குறுங் 
கோணம் ] 

( b ) P , குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் ணகம் = + OPs ; 
வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = / XOP , [ இது ஒரு நேர் விரி 
கோணம் ] 
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வை 


( c ) Ps குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் 

குணகம் = + 0P3 ; 
வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = ZXOP : ( இது ஒரு எதிர் விரி 
கோணம் ] 

( 0 ) P. குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் குணகம் = + 0P4; 
வீச்சத்தில் முதல் மதிப்பு = Z XOP4 ( இது ஒரு எதிர் குறுங் 
கோணம் . 

5.5 . ஒரு சிக்கலெண்ணை அதன் குணகம் வீச்சம் 
களின் மூலம் விவரிக்க . 

கொடுக்கப்பட்ட சிக்கலெண்ணை z = x + ly என்க . 
படம் 25 லிருந்து , z = / cos 8 ; y = rsin e 
ஆகையால் x + iy = r cos G + ir sing 
அல்லது , 

z = r ( cos 0 + is } n e )) 
உதாரணமாக , 2 + i = 2 + 11 = V2 , + 1 

2 

1 
/ 2 , +1 , V22 + 12 
2 

1 
+ 

V5 V5 

= V5 ( cosd + isind ] ( இங்கு d = tan1 } ) 
5 6 . 21 , 2 , என்னும் இரு சிக்கலெண்களின் 

கூடு தலை 
ஆர்கண் தளத்தில் குறிக்க. 

P , Q என்ற புள்ளிகள் மூறையே 
z1 ( = x + iyi ) ; 2 , ( = x , + ips ) என்ற 

R ( 31 + 32 ) 
சிக்கலெண்களை ஆர்கண் தளத்தில் 

Q { 12 
குறிக்கட்டும் . 


( 


+ - 


+ ) 


P 


S 


( 3 ) 


0 , ஆதியானால் R என்னும் 
புள்ளியை OPRQ ஒரு இணைகரமாக 
இருக்கும்படி எடுத்துக் கொள் . 


பு 


N 


M 


X 


படம் 26 


Q , P R லிருந்து 0X க்கு ( மெய் அச்சு ) வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளை N , M , L எனக் கொள் மேலும் PJ 
லிருந்து RL க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் அடி S ஆக 
இருக்கட்டும் . 

முக்கோணங்கள் ONQ , PSRS . 0Q , PR சம இணைகோடுகள் . 
மேலும் QN , RS க்கும் இணையாக உள்ளன . 

ஆகையால் , QN = PS ; NO = SR . ( : AONQ = APSR ) 
.. OL = OM + ML 

= 0.4 + PS 
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OM + OM 

x1 + X , 
LR = LS + SR 

LS + NQ 
= MP + NQ 

= y1 + 9 . 
எனவே , R என்னும் புள்ளி | + x , + i ( y1 + ys ) , அதாவது , 
( x + iyi ) + ( x2 + i y2 ) அதாவது 21 + z , ஐக் குறிக்கிறது 
ஆகையால் , 71 , 2 , என்ற இரு 

இரு சிக்கலெண்களை P , Q 
என்னும் புள்ளிகள் குறித்தால் , z | + z , ஐக் குறிக்கும் . புள்ளி ( R } 
OP , 00 ஐ அடுத்துள்ள பக்கங்களாகக் கொண்ட நாற்கரத்தி 
னுடைய , 0 வழியே செல்லும் மூலைவிட்டத்தின் முனைப்புள்ளி 
யாகும் . 

குறிப்பு ( 1 ) : - PR = 0Q = 1z, 1 = [[ z1 + zg ) -21 ) 
குறிப்பு ( 2 ) : - ஒரு முக்கோணத்தில் ஏதேனும் ஒரு பக்கம் மற்ற 

பக்கங்களின் கூடு தலை விட அதிகமாய் இருக்கமுடியாது . 
ஆகையால் முக்கோணம் OPR லிருந்து , OR < 0P + PR 
அதாவது , 

OR < 0P + 00 ( . PR = 0Q ) 
21 +22 ஐ R குறிப்பதால் OR = 1z | +7,1 ; மேலும் OP = 17 , 1 ; 
00 = 17,1 . 
ஆகையால் , 1z1 + z 1 < 12 : 1 + 17,1 

5.7 . 21. Z , என்னும் இரு சிக்க 
Q ( 12 ) 

லெண்களின் வித்தியாசத்தை 
P ( 1 ) ஆர்கண் தளத்தில் குறிக்க . 

P , Z ஐயும் Q , Z , ஐயும் குறிக் 
XX 

கட்டும் . 
R ( 31-32 ) 01 என்னும் புள்ளி --Z , ஐக் 
a ( - 32 ) 

குறித்தால் ( Q ன் மையப்புள்ளி ( ) 

( ஆதி ) ஆகும் . ( 85-4 ) 
படம் 27 
R என் னும் புள்ளியை OPR " Q ஒரு இணை கரமாக இருக்கும்படி 
எடுத்துக்கொள் . P , Z ஐயும் , Q , -Z , ஐயும் குறிப்ப தால் R1 
Z / + ( - Z9 ) ஐக் குறிக்கும் . ( $ 5-6 ) 

அதாவது R1 , Z - Z , ஐக் குறிக்கும் . 

குறிப்பு : -ஒரு முக்கோணத்தின் ஏதேனும் ஒரு பக்கம் மற்ற இரு 
பக்கங்களின் வித்தியாசத்தை விடக் குறைவாய் இருக்க 

இருக்க முடியாது . 
ஆகையால் , முக்கோணம் 00 R- லிருந்து 

OR1 > , Q1R1 ல 001 


. 
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அதாவது , OR > , OP M 00 
001 > , OP v 00 ( Q10 = 02 ) 

( அ - து . 1 - Z , 1 = 12,1 ) 
Z1 - Z , ஐ R1 குறிப்பதால் OR = 1Z1 - Z , 1 . இம்மாதிரியே . 
OP = 1Z1, 0Q = 1Z , 1 . 
ஆகையால் , 121 - Z , 1 > , 1Z , 1 ல 1Z , 1 . 

......... ( A ) 
1Z11 > 1Z , 1 எனில் , ( A ) ஐ 

1Z , -Z ,13,17,1-17,1 என்றும் 
1Z.1 < 1Z , 1 எனில் ( A ) ஐ 

1Z1 - Z , 1 > , 12,1-1Z , 1 என்றும் எழுதலாம் . 
அல்லது 1Z1 - Z1 > , [ 1Z , 1-12-1] ( 12,1 > < 1Z , 1 ) 

( B ) 
58. x , y இவ்விரண்டிற்கும் வெவ்வேறு மதிப்புக்களிட்டால் 
Z = x + iy என்ற சிக்கலெண் வெவ்வேறு மதிப்புக்களைப் பெறும் . 
இத்தகைய சிக்கலெண் 2 க்கு சிக்கல் மாறி ( complex variable ) எனப் 
பெயர் . 

Z ஏதேனும் ஒரு திபந்தனைக்கு உட்பட்டால் , Z ஐக் குறிக்கும் 
புள்ளி P ன் நியமப்பாதையைச் ( locus ) சுலபமாகக் கண்டுபிடிக்கலாம் 
- தாரணமாக , 1Z1 = 1 எனில் Z ஐக் குறிக்கும் முன் நியமப்பாதை 
ஆதி 0 ஐ மையமாகவும் ஆரம் = 1 உள்ள தாகவும் வரைந்த வட்ட 
மாகும் . 

5.9 . ஒரு முக்கிய நியமப் பாதை 

a , b இரு நிலைச் சிக்கலெண்களாகவும் , K ஒரு மெய்யான 
நிலையெண்ணாகவும் 

| Z - a ! 
| Z - b || 

K ஆகவும் இருந்தால் P ( Z ) ன் 
நியமப்பாதை ( i ) ஒருவட்டம் ( K + 1 ) ( ii ) ஒரு நேர்கோடு ( K = 1 ) 

a , b என்ற இரு நிலைச் சிக்கலெண் Y 
களையும் A , B என்ற இரு புள்ளிகள் 
குறிக்கட்டும் . P , Z என்ற சிக்கலெண் 
ணைக் குறிப்பதால் , Z - a | = PA . 
(குறிப்பு ( 1 ) , $ 5-6 ] 

B ( 8 ) 
இம்மாதிரியே , 
| Z - b ] = PB 

A ( a ) 

X 
PA 
ஆகையால் , = K 
PB 

படம் - 28 


P ( 3 ) 


1 


AE ஐ உள்ளும் வெளியும் K : 1 என்ற விதத்தில் வெட்டும்படி 
C , D என்ற இரு புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள் . 
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PA AC AD 
. 

A , C , B , D நிலையான புள்ளிகள் . 
PB CB BD 
ஆகையால் , வரை கணிதத்திலிருந்து , K = 1 எனில் P ன் நியமப் 
பாதை CD ஐ விட்டமாகக் கொண்டு வரையப்பட்ட அபலோனியஸ் 
( Apollonius ) வட்ட மாகும் . 

K = 1 எனில் , C என்பது AB ன் மையப்புள்ளியாகும் . இப்பொழுது , 
APAC = { \ PBC . ஆகையால் , முன் நியமப்பாதை PC என்னும் நேர்க் 
கோடு , அதாவது , AB ள் மையக் குத்துக்கோடு . 

5.10 . a , b , c , d என்னும் மெய்யான எண்களைக் கொண்ட , 
சிக்கலெண்கள் a + ib = c + id சமமாயிருப்பின் a = c ; 

b = d 
ஏனெனில் a + ib = c + id என்பதை 

( a - c ) + i [ b - d ) = 0 என்று எழுதலாம் . 
a - c என்பது ஒரு மெய்யான எண் . i ( b - d ) என்பது ஒரு கற்பனை 
யான எண் . இவ்விரண்டு எண்களின் கூட்டுத்தொகை பூச்சியமாகில் 
ஒவ்வொன்றும் தனித்தனியே பூச்சியமாக இருத்தல் வேண்டும் . 
எனவே , a = c ; b = d. 
5.11 . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1. V3 + i , v2 + iv2 , 1 + iy3 ஐ 
தளத்தில் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு இரு சமபக்க முக்கோ 
ணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

A , B , C முறையே 13+ i , v2 + iv2 , 1 + iy 3 ஐ ஆர்கண் 
தளத்தில் குறித்தால் , 
AB = | ( 03 + i ) - { v2 + iv2 } | 

( $ 5-6 , குறிப்பு ( i ) ) 
= ! ( V3 - V2 ) + i [ 1 - V2 ) | 
= V ( V3 - V2) * + 1 - V2y ? 

( 85-4 ) 
= V 8-206-202 
இம்மா திரியே 
BC = V (V2-1) + (v2 - V3) 

= V 8-202-206 
CA = V ( 1 - V3, * + (v3-1) * 

= V 8-4 / 3 
AB = BC ( = V8-206-202) 
எனவே ABC ஒரு இரு சமபக்க முக்கோணம் . 


ஆர்கண் 
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5 + iy3 
மாதிரி 2 . 

என்னும் சிக்கலெண்ணின் குணகத் 

4- 2iV3 
தையும் வீச்சத்தின் , முதல் , பொது மதிப்புக்களையும் கண்டு 
பிடிக்க . 


4-2iv3 என்னும் சிக்கலெண் பகுதியிலிருப்பதால் அதனுடைய 
இணைச் சிக்கலெண் ( அ.து. ) 4 + 2 / 31 ஆல் தொகுதியையும் , பகுதி 
யையும் பெருக்க , 


5 + iv3 
4-2iv3 


X 


5 + iy3 4 + 2iv3 
4-2i / 3 

4 + 2iy3 
20 + 14 / 3.i + 6i ” 

16-1212 


( : i - = - 1 ) 


|| 


20 + 141 / 31-6 

16 + 12 
14 { 1 + / 3iy 

28 


1 


V3 


||| 


2 


ஆகையால் , 


5 + iv3 
4-2i3 


| 


| > + } | 


= VI+ 


8 


( 8 54 ) 


அதாவது , 

5 + i / 3 
4--2 / 3 


) 


ன் குணகம் = 


1 


5 + 103 

ன் வீச்சம் 
4-2iV3 


- ( + ) 

) ன் வீச்சம் . 


1V3 / 2 


-- 


- 


1 


== lai 


V3 


அதாவது , 
5 + iv3 

ன் வீச்சம் 
4-2103 


- 


( முதல் மதிப்பு ) 


3 


11 


+ 21N ( பொது மதிப்பு ) 


3 


மாதிரி 3. 1 + 2i , -1 + i , 31 இவைகளை சிக்கற் றளத்தில் 
( complex plane ) குறிக்கும் புள்ளிகளை , ஆதியைச் சுற்றி 
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{ P + 2 


-- 


V12 + 2 


1 


முறையே 30 ° , 60 , 45 ° இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் 
புதிய புள்ளிகள் குறிக்கும் சிக்கலெண்களைக் கண்டுபிடிக்க . 

ஆர்கண்ட் தளத்தின் மாற்றுப் பெயர் சிக்கற்றளம் . 

P (z ) ( = r ( cos 0 + isin G ) ) ஐ ஆதியைச் சுற்றி இடமாகச் 
சுழற்றினால் ( counter clockwise ) கிடைக்கும் புதிய புள்ளி P ( z1 ) 
எனில் 
z = r { cos ( 0 + d ) + isin ( 0 + d ) } 

1 

2 
இப்பொழுது , 1 + 2i = V12 + 22 

+ 
V 12 + 2 

2i 
+ 
// 5 15 
V5 ( cos 0 + isine ) 

1 

V5 ) 
ஆகையால் , 1 + 21 ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை , ஆதியைச் சுற்றி 30 ° 
இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி குறிக்கும் சிக்கலெண் 
V5 { cos ( G ° + 30 ° ) + isin ( G ° + 30 ° ) } 
அதாவது , V5 { cos 8 ° • cos 30 ° - sia e ° sin 30 ° 

+ i ( sin G ° cos 30 ° + cos G ° sin 30 ° ) } 
V3 2 

2 

1 

+ 
V5 2 

/ 5 22 ) 


1/5 


* 


} 


2 


{{ cos 


COS = 


sing = 


} 


/ 5 


Y - 1 + i ( v3 + ; ) 


V2 


V3 

2 
இம்மாதிரியே , - 1 + 1 ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை , ஆதியைச் சுற்றி 
60 ° டமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி குறிக்கும் சிக்க 
லெண் -1 { V3 + i + i [ v3-1 ) } மேலும் , 31 ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை , 
ஆதியைச் சுற்றி 45 இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி 

3 
குறிக்கும் சிக்கலெண் 

2 { -1+ 1 } 
மாதிரி 4. சிக்கலெண்கள் , d . இல் முதல் எண் சிக்கல் 
மாறியாகவும் மற்ற இரண்டும் நிலையாகவும் இருப்பின் கீழ்க் 
கண்ட சமன்பாடுகளுக்கொத்த , ஆர்கண் தளத்திலுள்ள நியமப் 
பாதைகள் யாவை ? 
( i ) | z - d ] 

| 2 - d | = | z - B | 
( il ) | z - c | = | B | 
z = x + iy ; d = a + ib . B = c + id எனில் , 
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| z - d = | x-a + ify - b ) | 

= V ( x - a ) ? + y - b ) 
| z - B | = x - c + i y - d ! 

= V ( x - c ) 2 + { y - d2 
| z - 3 | z - B | எனில் . 
V ( x - a ) + ( y - h ) = / ( x - c )* + ( y- ! ) 
இருபக்கமும் வர்க்கம் செய்ய . 
{ x - a ) : + ( y - be = ( x - c ) 2 + { y - d ) ? 
( அ - து ) 2x ( c - a ) + 2y ( d - b ) = c + dr - a - b2. 
ஆகையால் , P ( z ) ன் நியமப்பாதை ஒரு நேர்கோடு . 

[ $ 5 9ஐ ஒப்பிட்டுப் பார் ) 
| z - d B , எனில் , 
V ( x - a2 + ( y - b } = / ce + < /2 
இருபக்கமும் வர்க்கம் செய்ய 
( x --a ) + ( p - h - = c + d2 

ஆகையால் P ( z ) ன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் . இவ்வட்டத்தின் 
மையம் ஐக் குறிக்கும் புள்ளி ; ஆரம் = || 

[ $ 5-8ஐ ஒப்பிட்டுப் பார் ) 
மாதிரி 5. z = 2 , z = 0 ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள் முறையே 

” என்னும் சிக்கல் மாறியைக் குறிக்கும் புள்ளி OP ஐ 
விட்டமாகக் கொண்டு வரைந்த வட்டத்திலிருந்தால் , 2 ஐக் 
குறிக்கும் புள்ளியின் தியமப்பாதையைக் கண்டுபிடிக்க 
0 குறிக்கும் 

YI 

R ( 32 ) 
0 என்பது ஆர்கண் தளத்தில் 

h 
P குறிக்கும் எண் = 2 . ஆகை 

Q ( 3 ) 
யால் , P என்பது , மெய்யான அச்சு 
0X அச்சு ) மீது உள்ளது . மேலும் 

C ( 1 ) 

P ( 2 ) 
OP = 2 . C , z = 1 என்னும் எண் 
ணைக் குறிக்குமாயின் OP ன் 
மையப் புள்ளியாகும் . ஆகையால் , 
OP ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் 

படம் -29 
தின் மையப்புள்ளி C 

Q , ( z ) என்பது இவ்வட்டத்தின் மீதிருப்பதால் , PCO = 0 எனில் 
z = OC + CQ cos e + i CQ sin e . 

அதாவது , z = 1 + cos e + isioe . ( OC = CQ = CP = 1 ) 


P , 0 . 


எண் 


. 


சிக்கல் 
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ஆகையால் , z = 2 cos G / 2 + 2i sin o / 2 • cos G / 2 . 

= 2 cos 9/2 - { cos 6 / 2 + isin G / 2 } 
z2 = 4 cos 0/2 cos 0 / 2 + isine / 2 } 2 
= 4 cos : 9/2 . { cos 6 / 2 + 2i sin 6/2 • coG/ 2 + i2 . 

sin e / 2 } 
= 4 cos 9/2 . { cos 9/2 - sin 0j2 + 2i sin 

0/2 cos0 / 2 } 
= 4 cos : 6/2 • { cos 0 + isin 0 } 

= 2 ( 1 + cos 6 ) • { cos G + isin 0 } 
எனவே , R என்னும் புள்ளி 2 ஐக் குறித்தால் , 

OR = | z | 
= V { 21 + cos 6 ) cos G } 2 + { 2 ( l + cos G ) 

sin e } 2 . 
= 21 + cos G } V co O + sin 0 

2 ( 1 + cos 9 ) 
அதாவது , OR = r எனில் , 
r = 2 ( 1 + cos ( ) 

( i ), 
z ன் வீச்சம் = tan - 1 2(1 + cos (a) sin a 

2 ( 1 + -cos (0 ) co (-) 
= tani ( tan o ) 

= (0. ( முதல் மதிப்பு ) 
ஆகையால் , XOR = 8 . 

( i ) , ( ii ) லிருந்து , R ( z ) ன் நியமப்பாதையின் கோண தூரச் சமன் 
பாடு ( Polar equations )) 

r = 2 ( 1 + cos ( ) என்று விளங்குகிறது . 
எனவே , R ( z ) ன் நியமப்பாதை ஒரு இதயவுரு ( cardioid ) 


அப்பியாசம் 5 ( அ ) 
பின்வருவனவற்றின் குணகத்தையும் வீச்சத்தையும் கண்டு 


1 . 
பிடிக்க . 


( i ) 


( விடை : V , tanti ) 


( 
ii 
) 


1 + 2i 
3 + 4i 
2 + 3i 
1 - i 
5-2i 

i 


( விடை : V13 , * -tan 15) 


( ill ) 


( விடை : V29 , * + tan 1 ). 
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(w) - ( 1- ++ T )) 


( விடை : 3/170 , - tan113 ) 


( v : ) 


| 2 - i ) ( 1 + i ) 

1 - i 


( விடை : V5 . tan1 2 


. 


( 1 + i ) ( 1 + 21 ) 

( விடை : 1 , tanti ) 
1 + 3i 
2 . 

Vx + iy = a + ib எனில் x = a - b , y = 2ab என்று நிரூபி . 
இதை உபயோகித்து 3 + பன் வர்க்க மூலத்தைக் கண்டு பிடிக்க . 

(( விடை : + ( 2 + 1 } ] 
3 5-12ன் வர்க்கமூலத்தைக் கண்டுபிடிக்க 

( விடை : + ( 3--2i ) )] 
2- / 

( 2 + 111 ) 
4 . ன் இணைச்சிக்கலெண் 

எனக் காண்க 
(1-2i ) 

25 
( 1 + 21) 

9-13 
5 . 

ன் இணைச்சிக்கலெண் என நிறுவுக . 
| +3 ! 

10 


1 

sin G + i ( 1- cos 9 ) 
6 . 

ன் இணைச்சிக்கலெண் 
1 + cos G + isine 

sine 
எனக் காண்க 


3 
7 . 

ன் குணகம் , வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு , 
2 + cos O + i sin 9 
இணைச் சிக்கலெண் ஆகிய இவற்றைக் கண்டுபிடிக்க 
3 

sin G 3 [( 2 + cos 6 ) + isine ) 
விடை : 
V5 + 4 cos O 

2 + cos 8 

5 + 4 core 


2 


-- 


( வி 


-tan 


. 


) 


8. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் ( S.ts of polots ) செங்கோண 
முக்கோணத்தின் உச்சிகள் எனக் காண்க 

( 1 ) 4 + 5i -1 + 21 , 2-31 
( 11 ) 8- 101 , 7- 3i , - 4 
( III ) 3 + 4i 12 - i , 5 + 6i 
( iv ) 3- 2i , - 26i , 

-5 - i 
9 கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் , இரு சமபக்க செங்கோண முக் 
கோணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக . 

( I ) 7+ 3i , - 2i , - 5+ 51 
( ii ) -7 + i , 1-6i , 8+ 2 
( lli ) 5 + 2i , - 61 , - 8-1 
( iv ) 4 + 21 , 2-21 , 2-8i 
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10. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் , ருசமபக்க முக்கோணத்தின் 
உச்சிகள் எனக் காண்க . 

( i ) 3 + 41 , - 13 + 2i , 1-6i 
( ii ) - 5 + i , - 3 - 3i , 1 
( iii ) - 3i , - 5-31 , 3 + i 


1 


( iv ) 1 , 


( 1 + i ) , i 


V2 


H 


11. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் , சமபக்க முக்கோணத்தின் 
உச்சிகள் எனக் காண்க . 

{ i } -2 , 1 - V3i , 1 + V3i 
( ii ) 2 / 3 + 21 , - 2 / 3 + 2i , - 4i 

{ 1 ) 2 + 2i , -2- 2i , -2 / 3 + 2 / 31 
12. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் , சதுரத்தின் உச்சிகளென 
நிறுவுக . 

( i ) 7-3i , 4 + i , 8 + 4i , 11 
( 1i ) 7 - i , 4 - 31 , 2 , 5 + 2i 

( iii ) - 5 + 2i , - 7+ 3i , - 8+ ) , - 6 . 
13. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் இணை கரத்தின் உச்சிகளென் 
நிறுவுக . 

( i ) 5-3i , - 2 + 7i , -1- 31 , 6- 131 
( ii ) -6 , 7-81,4 + 91 , - 9 + 17i 

(iii) -7-513-4i , -1 + 21 , -11 + i 
14 . ஒரு சதுரத்தின் ஒரு உச்சியும் , மையப்புள்ளியும் முறையே 
4 + Ti , 1 + 3i எனில் அதன் மற்ற உச்சிகளைக் காண்க . 

( விடை : -3 + 6i , -2 - i , 5 ) 
15. ஒரு சதுரத்தின் ஒரு உச்சியும் , மையப்புள்ளியும் முறையே 
- 1 + i , 2-1 எனில் அதன் மற்ற உச்சிகளைக் காண்க . 

( விடை ! - 4i , 5-3i . 4 + 21 ] 
16. ஒரு சதுரத்தின் ஒரு உச்சியும் , மையப்புள்ளியும் முறையே 
( 1 + i ). ( 1 + 3i ) எனில் மற்ற உச்சிகளைக் கண்டுபிடிக்க . 

-1 + 7i 1 + 13i 7 + 11i 
விடை : 

2 2 


[ 


2 


17 , 2+ ( 2 + V3 ) i ; 2+ ( 9 - V3) i ; 5 + iy என்னும் புள்ளிக ] 
ஆர்கண் வரைபடத்தில் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகளை , 
குறித்தால் பக்கு மெய்யான மதிப்பு உண்டு என நிறுவுகள் 

( விடை = 2 ] 
8 
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18. d , B இரு நிலைச் சிக்கலெண்கள் ; 1 ஒரு மெய்யான மாறி 
z = +1 (B- ) எனில் , P ( 2 ) ன் நியமப்பாதை ஓர் நேர்கோடு என 
நிறுவுக . 

| z - 1 | 
19 . 

= 1 எனில் , P ( 3 ) ன் நியமப்பாதை தியின் மூலம் 
| z - i | 
செல்லும் ஒரு நேர்கோடு என நிறுவுக . 
20. 2 | z - 21 | = | z - 

| Z - 2 எனில் , ர்கண் தளத்தில் P ( z ) ன் 
நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் என நிறுவுக . அவ்வட்ட மையம் குறிக்கும் 
சிக்கலெண் யாது ? 

விடை : -1 ( 1-11 } } 
21. 2 | z + 1 = z - 1 | எனில் , ஆர்கண் தளத்தில் P ( 3 ) ன் 
நியமப்பாதை ஒரு வட்டம் எனக் காண்பி . அவ்வட்ட மையம் குறிக்கும் 
எண்ணையும் வட்ட ஆரத்தையும் கண்டுபிடிக்க 

( விடை : -5 , 4 ) 
22 . | 2z - 1 | = | z- - 1 எனில் P ( z ன் நியமப் பாதை 
( ஆர்கண் தளத்தில் ) ஒரு வட்டமெனக் காண்க . 

23. z = 2 , 2 = 0 ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள் முறையே P , 0. z 
என்னும் சிக்கல் மாறியைக் குறிக்கும் புள்ளி OP ஐ விட்டமாய்க் 
கொண்டு வரைந்த வட்டத்திலிருந்தால் 1 / z ஐக் குறிக்கும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை X அச்சுக்கு ( மெய்யான அச்சுக்கு ) குத்துக்கோடு என 
நிறுவுக . 

24. கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து P ( z ) ன் நியமப்பாதையைக் 
கண்டுபிடிக்க . 


( 1 ) 


(25 ) 


2z + i ) 

ன் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = m / 6 
2 

( விடை : 2x + 2y -3/3 x - y = 1 ) 


( i) ( - ) ; 


ன் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = m / 4 


( விடை : x + y " - 2x - 2y + 1 = 0 ] 


( i ) (2 + 1 ) ள் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = T / 3 


( விடை ! V3( 2x * + 2y * + x + 4y ) = 4x + y + 8 ] 
27-1 
(iv ) ன் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு = 1 / 2 

( விடை : 2x + 2y * + 3x - 2 = 0 ] 
25. w = u + ir ) என்னும் சிக்கல் மாறிக்கும் z ( = x + iy ) என்றும் 
சிக்கல் மாறிக்கும் உள்ள தொடர்பும் , தன் மீதுள்ள நிபந்தனையும் கீழே 
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கொடுக்கப்பட்டு இருக்கின்றன . அவைகளிலிருந்து Q ( w ) ன் நியமப் 
பாதையைக் கண்டுபிடிக்க , 

z - 2-1 
( i ) 

z ன் மெய்யான பகுதி = 0 . 

z + 2 - i 
( குறிப்பு : 2 ன் மெய்யான பாகம் = x ( z = x + iy ) 


x + iy - 2 - i 
u + iy = 

x + iy + 2 - i 
-2 + ity - 1 ) 

2 + i ( y - 1 ) 
இதிலிருந்து u , v ஐ y ன் சார்புகளாகக் கண்டுபிடித்து , அவைகளி 
லிருந்து y ஐ நீக்கினால் ( climinate ) Q ( 9 ) ன் நியமப்பாதை u " + y = 1 
என்ற வட்டம் சுலபமாகக் கிடைக்கும் . 

( ii ) w = z ; தன் மெய்யான பகுதி = 1 
( விடை : * = 4 ( 1 - w ) என்னும் பரவளைவு ( paraboia ) ] 

z - 1 + i 
( ill ) w = ; z ன் கற்பனையான பகுதி = 0 

z - 1 - i 
( குறிப்பு : z ன் கற்பனையான பாகம் = iy 


அதாவது , 


y = 0 ] 
விடை : u " + v = 1 என்னும் வட்டம் ) 


1 


- 


( iv ) w = z + 


| z | 


2 


Z 


( குறிப்பு : z = 2( cos 6 + isla o ) என எடுத்துக்கொள் ) 

ue 
விடை : + 

என்னும் நீள் வட்டம் ( ellipse ) 
25 


v2 


( -- 


9 


5.12 . இப்பொழுது சிக்கலெண்கள் 21 , 2 , ன் பெருக்கற் 
பலனை வரைகணித முறைப்படி காண்போம் . 

( z = r , cos 81 + isin 81 ) , z = rs ( cos 9 , + isin 0. ) எனில் 
z , z , = | r , ( cos ( 81 +0 ) + isia ( 91 + 9 , ) ] . ஆகையால் | Zy , z , | 
17 ,; 24 , 19 ன் வீச்சம் ( முதல் மதிப்பு ) = (01 +0 ) . இவ்வீச்சம் , 
குணகம் இரண்டையும் வரைகணித முறைப்படி இப்பொழுது காண் 
போம் . 

சிக்கலெண்கள் z4 . z , ஐக் குறிக்கும் ( ஆர்கண் தளத்தில் ) புள்ளி 
களை PI , P , எனக் கொள்வோம் . 
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2 ( 3 ) 


1 


, 


.. 


2 ன் வீச்சத்தினுடைய முதற்பதிப்பு ( = 0 / ) , z டின் வீச்சத்தினுடைய 
முதல் மதிப்பு , 0 , ஐக் காட்டிலும் பெரியது எனக் கொள்ளலாம் . 
A என்ற புள்ளியை OA = 1 என்று 

P ( 3 ) 
இருக்குமாறு 0X ( மெய்யான அச்சு ) மீது 
அமையுமாறு எடு . 

( 0 என்பது ஆதி ) 
OP, மீது OPP என்ற முக்கோ 
ணத்தை 10AP , க்கு வடிவொத்ததாக 

P (32) 
வரை . P என்னும் புள்ளி குறிக்கும் சிக்க 
லெண் Z = z XZ , என பின்வருமாறு நிரூ 
பிக்கலாம் 

படம் - 30 
/ OP , PillAOAP , ( அமைப்பு ) 
OP OA 

1 
OP 0P , OP , 

OP = OPIX OP , 
எனவே P ( z ) ன் குணகம் | z ] = 0P , X 0P ,. = | z , | 

x | z , | ....... ( 1 ) 
மேலும் XOP = xbP , + P , OP 

Xop , + A0P , 

8+ , 
அதாவது தன் வீச்சம் = 0 / + 8 , 

81 +8 , ( முதல் மதிப்பு ) 

24 ன் வீச்சம் +29 ன் வீச்சம் --... ( 1 ) 
ஆகையால் , P என்னும் புள்ளி குறிக்கும் சிக்கலெண் 7 

OP { cos ( 01 + 89) + isin ( e , +9 , ) } ( $ 5-4 , $ 5-5 ) 
OP { cos 01 cos 8 , -sin18 / sin e , + l (sIn el cos 6 , 

+ cosei sings ) } 
OP { cos G , ( cos 91 +1 sin en ) +1 : sing | sin e , 

+1 cos G | sin as } 
= OP { cos 6 , ( cos 81 + 1cine + 1.sine , ( cos e , 

+ I sin al ) } 
= 0P . { ( coss + isin G.) ( cos 01 + lsine ) } 

OPL .( cos 61 + isin 6 ) .OP , ( cos 8 , + i sin G. ) ( ( j) லிருந்து ) 
= Y XZ,. 

இதேபோல் , உள் வீச்சம் , புள் வீச்சத்தைவிடப் பெரியதாக 
இருப்பின் , 0P , P என்ற முக்கோணத்தை 0AP ) என்ற முக்கோணத் 
திற்கு வடிவொத்ததாக அமைத்து P ( z ) ( z = z1 Xz , ) ஐக் கண்டு 
பிடிக்கலாம் . 
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. 


2 


, 


* 


11 


குறிப்பு ( 1 ) ( 1 ) லிருந்து 2 = | zy2 , l = | z | | X | z , | . 

( 11 ; லிருந்து தன் வீச்சம் = z | z , ன் வீச்சம் 
குறிப்பு 2 ) இம்மாதிரியே z " , 2 * , ... ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகனைக் 
கண்டுபிடிக்கலாம் . 

| z | = | zz ) | z I = | Z 2 ; 
z உன் வீச்சம் = z z ன் வீச்சம் = z ன் வீச்சம் + z ன் வீச்சம் 

2. ( z ன் வீச்சம் ) 
இம்மாதிரியே , 
2 | 

| z | z -... ( n தடவைகள் ) = z * 
மேலும் தன் வீச்சம் = z ன் வீச்சம் + z ன் வீச்சம் + 

( 1 உறுப்புக்கள் ) 
n ( z ன் வீச்சம் ) 
குறிப்பு ( 3 ) z, ன் வீச்சத்தின் குறி கழித்தல் குறியானால் 
( 8 , எதிர் ) 0P மீது வரையும் முக்கோணம் OP.P , OP , க்குக் கீழே 
அமையும் . 
5-13 : z = ஐ வரைகணித முறைப்படி காண்போம் . 

Z3 
[ z = r | {cose + isine ] , 2 , = r , ( cos 8 , + isite , ) எனில் 

( cos (91 - 6 , ) + isin (e- ) ] 
s 

Z / 
ஆகையால் , 
Z9 

Z9 

வின் வீச்சம் ( முதல் மதிப்பு ) 
= 91 - 9 ,. இவ்வீச்சம் , குணகம் இவற்றை வரை கணித முறைப்படி 
இப்பொழுது காண்போம் 
முன் போல P , P , என்ற டன்ளி 

PH ) 

YY 
கன் z4 , 2 , ஐக் குறிக்கட்டும் ( z டன் 
வீச்சம் - > Z , ன் வீச்சம் 99 ) 

P ( 32 ) 
A என்ற புள்ளியை 0X ( மெய் 

P ( 3 )) 
யான அச்சு ) மீது , OA = 1 இருக்கு 

82 
மாறு எடு . 

O A 

X 

படம் - 31 
Pz) என்ற புள்ளியை 0P , க்கு 
கீழ் இருக்குமாறும் , AOPP, A0P , A க்கு வடிவொத்ததாக இருக்கு 
மாறும் எடுத்துக்கொள் . 

OP ) 
OP OP 

OP . | z | | 
OP 

OP , | z , ! 


Z9 


Z ) 


{ 1, 

} 


: 


T 


OP , 


OP , 
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= 11 


மேலும் XOP = xOP , - POP ,, 

XOF - AOP , 

91-93 . 
அதாவது , ( z ) ன் வீச்சம் = 

01- 09 

ன் வீச்சம் - 2 , ன் வீச்சம் ...... ( 11 ) 
எனவே குறிக்கும் சிக்கலெண் 2 . 
= 0P { cos ( 81-92 ) + i sin ( 01-09 ) } 
= OP . { cos e , cos 9 , + sinesis es + l(sin ercos 9 . 

- co : 91 sin as ) } 
OP { cos 9 , ( cosai + isine ) -i : sin a sing , 

- i cos G | sin 6 , } 
OP { cos 0 , ( cos 91 + isine, ) - ising. ( cos 81 

+ isine ) } 
OP . { oos 81 + isla al ) { cos 9 , - isla ga ) } 
OP { cos 61 + i sin G+){cos 0 , -i sin 0 , ). ( co • 9, + isin G,) } 

cos 8 , + isine , 
OPI ( cos 9 / + isin o1 ) 
OPS ( cos 9 , + isin 9. ) 


11 
. 


Z 


குறிப்பு : - ( 1 ) லிருந்து | z | = 


21 

11 
23 


| 2 , | 


(11 ) லிருந்து 2 ன் வீச்சம் = ன் வீச்சம் 

2 , 

= 21 ன் வீச்சம் -- 2 , ன் வீச்சம் . 
5-14 . ஆதியை மையமாகவும் 

ஆரம் 

= R உள்ள தாகவும் 
வரையப்பட்ட வட்டத்தைக் குறித்து ( with respeect to a circle P ( z ) 
என்னும் புள்ளிக்கு எதிர்மாறாக 
( laverse ) உள்ள P1 ( z1 ) ஐக் கண்டு 

P ( H } 
பிடிக்க . 


என் 


P ( B ) 


04 


வரைவிலக்கணம் : Pl 
னும் புள்ளி ஒரு வட்டத்தைக் குறித்து 
P ன் எதிர்மார் எனில் , OP.OP = R2 . 
( 0 

வட்ட மையம் , RR = ஆரம் ) .. 

வரைவிலக்கணத்தை 
கணிதத்தில் கண்டிருக்கலாம் ) மேலும் , 
0 , P , P1 ஒரே 

நேர்கோட்டில் 
அமையும் . 


( இவ் 


வரை 


R P( 3) 


படம் - 32 
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( i ) 


ஆகையால் , | 2 | - | z | = OPI.OP = RS . 
z ன் வீச்சம் = z ன் வீச்சம் = 

XÒP 
( 1 ) , ( ii ) லிருந்து , 

R ? 
zl = 

z 1 
R2 
OP 

+ i sin 


{ cos xdP + isin xop } 


|| 


- 


X 


{ cos XOP - isin xop } 
{ cos XOP - isin XOP } 


R 


|| 


OP { cos XOP- isin xOP } 


Rº 


{ த என்பது என் இணைச் சிக்கலெண் } 


|| 


2 


( படம் 32 ல் 2 ஐக் குறிக்கும் புள்ளி p ) 


5.15 . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1 : ( 2 + i ) ( 1 + i) ஐ வரை கணித முறையில் கண்டு 
பிடிக்க. 

P ) , P , இரு புள்ளிகள் 1 + i , 2 + i ஐக் குறிக்கட்டும் . 


1 + i ன் குணகம் = V2 ; வீச்சம் = tan ( முதல் 

4 

மதிப்பு ) 
2 + i ன் குணகம் V5 ; வீச்சம் == tanl } = 9 ( எனக் கொன் ) 

A என்னும் புள்ளியை OA = 1 என்று இருக்குமாறு 0X 
( மெய்யச்சு ) மீது எடு . OP | மீது OP , P என்ற முக்கோணத்தை 
OAP , என்ற முக்கோணத்திற்கு வடிவொத்ததாக இருக்குமாறு 
அமை . 

ஆகையால் $ 5-12ல் கூறியதுபோல் 


OP = V10 என்றும் XOP = 0 + T 


= tan 1 } + tan1 

என்றும் நிரூபிக்கலாம் . 


= tan 


Z 


எனவே , P குறிக்கும் சிக்கலெண் 
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OP { cos XOP + isiD XOP } . 

+ i. } 
1 + 3i = ( 1 + i ) ( 2 + i ) 

1 + 1 
மாதிரி 2. வரைகணித முறைப்படி 

1 - i 

= i என நிறுவுக . 
P. என்ற புள்ளி 1+ ஐயும் , P , என்ற புள்ளி - ஐயும் குறிக் 
டும் . A என்ற புள்ளியை OA 

1 என்று இருக்குமாறு 0X மீது 
எடு . ( A என்பது P , P , மையப் புள்ளி என எளிதில் புலப்படும் ) . 
Y 
P ,(1+ ) 

1 - ன் வீச்சம் = taa 1 { -1) = 
( 7 ) 

4 


P 


T 


m 


A 


X 


1+ என் வீச்சம் = tan 11 = 

4 
OP | மீது OP , P என்ற முக்கோணத்தை 
OP , A என்ற முக்கோணத்திற்கு வடி 
வொத்ததாக அசம் . 


P2 {1 - L) 
படம் - 33 


OPS 


OP ) 


OP , 
0P 


1 


QP 


v 2 


OA 


OPS 


V2 


மேலும் ( 3 ) ன் வீச்சம் = AbP , - AOP , 


|| 


T - ( - ) 


* 


== 


2 


எனவே , 5.13 ல் கூறியதுபோல் P என்ற புள்ளி 2 


( 1 ) 


1 + i 
1 


என்ற சிக்கலெண்ணைக் குறிக்கும் . 


{ 60 


COS 


அதாவது , OP 


m 
+ f sin . 

2 


2 


4 என 


1. ( I ) என்ற சிகலெண்ணைக் குறிக்கும் . 
மாதிரி 3. வரைகணித முறைப்படி ( 1 + i ) * 
நிருவுக . 

85-11 விருந்து , வரைகணித முறைப்படி , 
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( 1 + i ) என் வீச்சம் 


4 ( 1 + i ) ன் வீச்சம் } 
4 { + tan | 1 } 


( * ) 


மேலும் , 1 ( 1 + i) 41 = | 1 + i ) = { V2 } 4 = 4 
ஆகையால் , ( 1 + i ) * = 4 { cos * + isin x } 

4 ( -1 ) 

- 4 , 

அப்பியாசம் 5 ( ஆ ) 
பின்வருவனவற்றின் மதிப்பை வரைகணித முறைப்படி காண்க 
( 1-10 ) 

1 . ( 1 + i ) ( 1 + iv3 ) 
2 , ( 2 + 3 i ) ( 1 - i } 
3. ( 1 + 2i ) ( -- 1 + i ) 
4. ( - 3 + i ) ( -2 + i ) 
5 , ( - 1 -- i ) ( -- 2 - 31 

il 
6 . 

1 + i 

1 + 2i 
7 . 


1 


1 


Z 


1 + 21 
8 . 
- 1 + 3i 

10 + 10 1 
9 . 

1 + 3i 
10 . P ( z ) , Q { z , ) , R ( zs ) என்று மூன்று புள்ளிகளிருந்தால் , 
2 , – 31 ன் வீச்சம் ( முதல் மதிப்பு ) = QPR என நிறுவுக , 
Z9 
11 . Z1 > Z2 . 

22. 2. ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள் , ஆதியை மையக் 
கோட்டுச் சந்தியா ( Centroid ) கொண்ட ஒரு சமபக்க முக்கோணத் 
தின் உச்சிகளானால் , z + z + -3 = z , zy + z371 +1 , எனக் 
காண்க. 

கா 
( குறிப்பு : z ள் வீச்சம் 9 எனில் , 2 , ன் வீச்சம் 4 + 

3 
வீச்சம் 9 + 4 T / 3 . ஆகும் . ] 

27 

21 
12 . a , b இரு மெய்யான எண்கள் , W = cos 

3 

3 
எனில் a + b , a + bw , a + bw என்ற இம்மூன்று எண்களையும் 
குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகளாகும் 
என நிருபி மேலும் , இம்முக் கோணத்தினுடைய சுற்று வட்டத்தின் 
சமன்பாடு | z - a ) = b எனவும் நிறுவுக . 


> 2.ன் 


+ sin 


அத்தியாயம் VI 


தே மாவரின் தேற்றமும் இருபடிக் காரணிகளும் 


61. தேமாவரின் தேற்றம் . ( De Moiures theorem ) n என்பது 
ஒரு விகித முறுகின்ற குறியாய் ( Rational index ) இருப்பின் 
cos ne + isin no என்பது ( cos G + isin c ன் ஒரு மதிப்புக்குச் 


சமம் . 


வகை I. ( 1 என்பது ஒரு 

( என்பது ஒரு நேர் முழுவெண் )) 
( cos + isin d ) ( cos s + isin p ) = cos d . cos B 
- sin d . sin B + i { cos d.sin s + sin d.cos B } 

( i = -1 ) 

= cos ( U + B ) + isin ( d + p ) 
இம்மாதிரியே , 
( cos d + isin dd ) ( cos B + isio B ) ( cos r + isin r ) 

{ cos ( d + B ) + isiofu + p ) } . ( cour + isin r ) 
= cos ( A + B + r ) + isin ( d + B + r ) 
எனவே , 
( cos G + isin en ) ( cos 9 , + isin a . ) ( cos 68 + 1 sin es ) 

( cos en + isin en ) 
= cos ( 91 + 0 , +08+ ... + on ) + i sin ( 91 + 9 , +08 ... + on ) 
91 = 8 . 

8 எனில் . 
( cos G + isin a ) ( cos G + isin a ) ( cos 9 + 1 sin a ) 

( n தடவைகள் ) 
= cos ( G + 9 + 9 + ... n உறுப்புக்கள் ) + isin ( G + 9 + 9 + ... 

1 உறுப்புகள் ) 
= cos na + isia ng . 
அல்லது , cos n G + isione = ( cos + isin e ) n . 
வகை [ . n என்பது 

எதிர் முழுவெண் . ( = -mm 
ஒரு நேர் முழுவெண் . 
( cos G + isinar ( cos G + isin am 

1 
( cosa + isin am 


62 


+ . 


4 


ரு 
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1 
cos m9 + isin in 9 


w0 ( 


வகை 1 லிருந்து 


) 


cos mg - isla mg 
(cos mG + isin 

ma ) ( cosm - isin ma) 
cos mg-i.io me 

cosm9 + siame 
= cos mg - 1 sin me 
= cos ( -mg ) + 1sis ( -m 0 ) 

= cos u O + isip n 9 ( :: n = -m ) 
வகை 1 . n என்பது ஒரு பின்னம் ( = p / g , p என்பது ஒரு 
நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் , q என்பது நேர் முழுவெண் . p , q 
ஒன்றுக்கொன்று பகரவெண்கள் ( prime to cahe other ) ) 

e 9 

e 
+ isin 

6 . + isia 

4 . 
9 g 

4 

( வகை 1 லிருந்து ] 
cosa + i sin e . 


{ co 


COS 


11 


G 


COS 


9 
+ isip 

a 


என்பது , (( 03 + isix8) ன் ஒரு மதிப்புக் 


4 


குச் சமம் . 


Pla 


P 


{ ces 


9 } 


இதை , P- வது அடுக்குக்கு உயர்த்தினால் , 
9 

9 ) 
+ 1 = r 

என்பது ( cos 9 + ising ) 
9 

4 
ஒரு மதிப்புக்குச் சமம் . 
ஆகையால் , வகைகள் 1 , !! லிருந்து , 

p8 
COS + i sin 

என்பது ( cose + i sin e ) ன் ஒரு மதிப் 
4 

9 
புக்குச் சமம் . அல்லது , 
cos n G + isiar G என்பது ( cos G + i sile) " ன் ஒரு மதிப்புக்குச் 

n = n / g ) 


p / 


pe 


சமம் ( ஃ 


குறிப்பு ( 1 ) : ( cos + i sin a) { cos ( e + 2Kt ) + i sin 

18 + 2Kr ) } plq [ K என்பது ஒரு முழு எண் ] 
p ( G + 2KT ) p ( e + 2KT ) 

+1 sla 
பு 

q 
K க்கு 0 , 1 , 2 , ... ( q - 1 ) வரையில் மதிப்புக்களிட , 


= COS 
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pO + 2KT ) p ( a + 2KT ) 
COS + i sin 

க்கு வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் 
9 

4 
கிடைக்கும் . இப்பொழுது K க்கு 4 என்ற மதிப்பிட்டால் 
p : G + 2Km ) p ( 0 + 2qm ) PG 

+ 2pm 
9 

4 

பு 
ஆகையால் ; K 
ple + 2Kr ) G ) 

pe 

+ 2pm ) 
பு G 

P 


4 எனில் 


C.S 


+1 sin P ( 6 + 2KT] 


= CUS 


( 

( 2T )) 
+ 1 +in ( ?? + 2yr ) 


ம் 


F9 

PO 
= COS + i sin 
பு 

4 

pa + 2KT ) 
எனவே , K = 0 அல்லது K = q எனில் cos 

9 
P { 8 + 2KT ) 
isis 

க்கு ஒத்த இரு பாதிப்புக்களும் சமமாகும் . 
பு 

ple + aKa )) 
மாதிரியே .K = 1 அல்லது K = q + 1 எனில் cos 

9 
pig + 2Km ) 
+ i sia 

க்கு ஒத்த இரு மதிப்புக்களும் சமமாகும் . 

பு 
ஆகையால் ( cos 8+ i sin a / 4 க்கு 4 மதிப்புக்கள் தான் 
உண்டு . 

pa 
இம் மதிப்புக்களில் ஒரு மதிப்புத்தான் cos + 

4 
pa . 
i sin 

9 
குறிப்பு ( 2 ) : ( cos G - isin G , ஒரு மதிப்பு 

cos no- i sin no 
குறிப்பு 3 ) : ( sin e + icos G , ன் ஒரு மதிப்பு அல்லது , 


2 


= cos n p + i sia np . 


( cos p + isin p ) " ன் ஒரு மதிப்பு ( 9 - ) 
= cos m ( 3 - 6 ) +tainm ( ; -9 ) 

- 00: ( --5 )- atan( + - - ) 


இம்மாதிரியே ( sin e - 1 cos on 
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6.2 . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 


1 


1 


மாதிரி : . 


2 cos e = x + 


எனில் 2 cos 1G 


x + 


x 


x 


எனக் காண்க . 
( F என்பது ஒரு முழுவெண் ) 

1 
x + = 2 cos9 


அல்லது , x2 +1 

ax cos e 
x2 - 2x cos O + 1 = 0 . 
2 cos 0 + / 4 

con3 9-4 
2 


* 


- 


COS O + V - sin2G 
= cos G + : sing. 

1 
* = cose + sip 6 எனில் 


== cos 6 -sme. 


( A ) 


1 


x = cos G - isin 9 எனில் 


= cos G + { s ! n 0 . 


பு 


= ( cos G + isis e ) r + ( cos o- 1 sin a ) 


{ ( A ) யிலிருந்து ) 
= cos F G + i sin re + cosr - i sin re 

( ; r ஒரு முழுவெண் ) 
2 cos re . 


-- 


Z 


1 1 

1 
மாதிரி 2. x + = 2 cos a ; P + 

- 2 cos b ; z + 

y 

1 
2c sc எனில் xP.No.z + -ன் ஒரு மதிப்பு = 2 cos ( pa + qb 

xp.yt.z 
+ rc ) என மினுவுக . ( p , q , I விகித முறுகின்ற குறிகள் )) 

1 
-- 

2 cos a யிலிருந்து , 
X 


x = cosa = i sin a எனக் கிடைக்கும் ( மாதிரி 1. ) 
இம்மாதிரியே 

ஓ cos b + i sin b . 

= cos ( + i sin c . 


Z 
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X = cos a + i sin a stat gu 
y = cos b + i sin b To L 
z = cos c + isin c என்றும் எடுத்துக்கொண்டால் 
1 

= cos a - i sin a otorgi 


X 


1 


11 


cos b - isill b என்றும் 


y 


1 


= cos c_ i sin என்றும் கிடைக்கும் . 


2 


ஒரு மதிப்பு 


1 
ஆகையால் xpyr.z + 

XDy9z 
( cos pa ti sin pa ) ( cos qb + i sin qb ) ( cos rctisin rc ) 
+ ( cos pamod sin pa ) ( cos qb - i sin qb ) ( cos rcmisin rc ) 
= cus ( pa + b + rc ) -11 sin ( pa + 40 + rc ) 
+ cos ( pa + qb + rc ) -i sin ( put yh + rc ) 
= 3 cos ( pa + qb + rc ) . 

1 Hifi 9 . cos d + cos B + Cusp = 0 ; sto d + sin B + sin p 
0 ot suflow cos 3d + cos 33 + cos 3r = 3 cos ( d + B + r ) 6 SOT pri 
sin 3d + sin 3B + sin 3r = 3 sin ( d + B + r ) ET GOT DJ Dy . 

as crs dtisindo 
b = cos B + i sin B , 

c = cos r + isin / எனக் கொண்டால் , 
a + b + c = ( cos d + cosB + cos r ) + f ( sin d + sin ß + sin r ) 


= 0 . 


Seurai , a +58 + c8 = s.be 
$ , ( cos d + i sin 2 ) * + ( cos ß + i sin B ) * + 

( cos rti sin r ) 
= 3 ( co : dit islo d ) ( cos B + i sin ß ) ( cos r + i sin r ) 
gang , ( cos 3d + i sio 32 ) 3 { cos ( d + B + r ) + i sin 

( d + B + r ) } 
cos 3d + cos 3B + cos 8r 3 cos ( d + B + r ) 
sio 94 + sia 3B + sin 3r = 8 sio ( d + B + r ) 

( S. 5. 10 ) 
மாதிரி 4 . cos d + cos B + cos i = 0 ; sin d + sin B + 
slor = OTof cos d + cos * B + cos2 = foar dy gin 
+ s n B + sin®r = 6TOT L Q48 . 


.. 


- 
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= 0 . 


a = cosa + i sipal , 
b = cos B + i sins , 

C = c sr + isin | எனில் 
a + b + C 
ஆகையால் , a + b + c2 - 2 ( ab + bc + ca ) 
அதாவது , 2 ( cos 2 + i sin 2u ) 

-2 , ( cosd + i sind ) (ciss + i sini ) 
= -25 { cos ( d + B ) + isn ( d + s ) } 
cos 2 + cos 2B + OS 2r 

2 { cos ( d + B ) + cos ( B + r ) + cos ( r + d ) } 


.. 


cusd + cosol + cos r == 0 
sind + sins + siar = 0 

( கொள்கை ) 
இவ்விரு சமன்பாடுகளிலிருந்து 

( cosa + cosB ) ? + ( sind + sini ) ? cos ? / + siner = 1 . 
அல்லது , cos " d + sined + cos p + sin * [3 + 2 ( cosd + cosB 

+ sind -15B ) = 1 
* 2cos ( d - p ) = -1 
இம்மா திரியே , 

2 cos ( B - r ) 
2 cos ( r - d ) = -1 

( 2 ) 
( 1 ) , ( 2 ) லிருந்து , 
cos 20 + cos 2B + cos 2 : 

- 2 cos ( d + B -2 cos p + r ) 

- 2 cos / + d ) 
2 { 2 cos ( d - B } cos ( d + s ) +2 { 2 cos ( B - r } } ros ( B + r : 

+2 { 2 cos (r - d ) } cos (r + d ) 
2 { cos 2 + cos 2B } +2 { cos 2B + cos 2r } + 2 

{ cos 2r + 2 cos 2a } 


4z cos 2a 


எனவே , z cos 2 = 4z cos 24 .. 

2 cos 2d 
z ( 2cosd - 1 ) = 0 . 
22 cos - 3 = 0 . 

zcosed = - 
மேலும் , 

Asin d = 2 (1- cos d) 
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= 3 - z cosa 


3 - 3 


1. 


லைல 
ks 


மாதிரி 5 . 


* 


COS 


+ isfa 


n 


IIT 


= 1 எனக் காண்பி . 


T 
COS 

n 


+ isia 


1 


( 1 ஒரு ஒற்றை முழுவெண் ) 


T 


1 - cos 


+ i sin 


T 
2sina 

2n 


+ 2 i sin 

2n 


COS 


11 


27 


TT 
= 2 sm 

2n 


T 

+ f cos 
2n 


2 


T 


T 


எட் 


1 -- cos 


- i sin 


= 


2 sin 


sin 


ICOS 


n 


1 


2n 


2n 


} 


21 


• 
: 


T 


n 


- 


COS 


+ Isin 


T 
sin + i cos 
2n 

an 


97 


T 


T 


1 – cos 


T 
n 


1 sin 


sia 


- 


- 1 cos 


2n 


2n 


T 


2n 


sin 


+ i cos 


2n 


2n 


T 


2n 


- 


= ( 

) 
{ cos ( ) ) ( 21 ) } 

- 605 20 ( * - * ) + tale an ( ; - 2 ) 


+ isin 


- 


21 


2 


- 


( 86.1 ) 
= cos ( ne - T ) + i sin ( om --T ) 
= cos ( r - nx ) - i sin ( r – ne ) 

cos na - isla na 
- ( - 1 ) n - i ( 0 ) 

1 ( : n ஒரு ஒற்றை முழுவெண் ) 
6.3 . இப்பொழுது +1 ன் n- வது மூலங்களைக் கண்டுபிடிப்போம் 
மூதலில் +1 ன் n- வது மூலங்களைக் கண்டுபிடிக்க. ( anth foots of 
unity ) , x ன் மதிப்புக்களை x = n1 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஏற்றவாறு 
கண்டுபிடித்தல் வேண்டும் . அதாவது , xn 

1 என்ற சமன்பாட்டைத் 
தீர்க்கவேண்டும் 
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x = 1 = cos 0 + i sino 

= cos ( 0 + 2Kr ) + isin ( 0 + 2Kr ) 

= cos 2K + isin 2Km 
x = ( cos 2Kr + I sin 2KT ) 1/1 
2K 

2Km 
= COS 

+ islp 


.......... ( i ) 


n 


K 0 , 1 , 2 , - ( n - 1 ) என ( i ) ல் பிரதியிட்டால் , கக்கு 1 
வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கிடைக்கும் . 

. 
அவைகளாவன , cos 0+ i sin 0 ( = 1 ) 

( முதல் மதிப்பு ) 
2m 

21 
+ i sin 

( 2 - வது மதிப்பு ) 


COS 


47 


47 


CCS 


+ i.sin 


( 3 - வது மதிப்பு ) 


n 


2{ n - 1 ) 


2 ( n - 1m 
COS 

+ i sin 
2 


( n- வது மதிப்பு ) 


11 


1 என்று 


இந்த 1 மதிப்புக்களும் +1 ன் n- வது மூலங்களாகும் 

இப்பொழுது -1 ன் வது மூலங்களைக் கண்டுபிடிக்க xா = 
எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும் . 

-1 = cosm + isinx 
= cos ( x + 2Kr ) + I sin ( r + 2Km) 
= crs [ ( 2K + 1 } r ) ] + i sin [ ( 2K + 1 + ) 
{ cos [ ( 2K + 1 ] ] + i sin ( ( 2K + 1 } ] } 1 / n 
( 2K417 

( 2K + 1 * 
ti sin 


= cos 


( 2K " ] 


( K + " ) 


K = 0 , 1 , 2 , 3 , ... ( n - 1 ) என ( li ) ல் பிரதியிட . 


T 


+ i sin 


( முதல் மதிப்பு ) 


XCOS 


--- 


11 


11 


31 


37 


X COS 


Histo 


( 2 - வது பதிப்பு ) 


n 


5 . 


5л 
x = cos 


+ isin 


( 3 - வது மதிப்பு ) 


n 


( 2n - 1 } m ( 2n - 13 
x = cos 

ti sin 


( n- வது மதிப்பு ) 


n 


இந்த n மதிப்புக்களும் -1 ன் x- வது மூலங்கள் . 


9 
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64 +1 ன் 7 - வது மூலங்களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் 
என நிரூசிப்போம் . 
n மூலங்களின் கூட்டுத் தொகை 

27 471 

2 ( n - 1 ) * 
cos G + cos + cos 

+ cos 


21 


43 


2 ( n - 1 


+ 


+ sn 


.... + sin 


} 


1 


{ 500 +sin 
{• +(x-1)+ } 


sin n . 


CS 


( 8 3-23 ) 


sin 


+ i 


( 83.22 ) 


sin { 0 + (n - 1) m / n } - sin m . m / n 
sinn / n 

( n - 1 * 
+ i sin 


11-17 


11 


{cos 


sinn 
SID / T 


n 


11 


= O 


( ... sum = 0 ) 


6.5 . இப்பொழுது , +1 ன் F: - வது மூலங்கள் ஒரு பெருக்கல் 
விருத்தியில் ( Geometric Peogression ) அமையும் என நிரூபிப் 
போம் . 


$ 6-3யிலிருந்து X ன் ( r + 1 ) - வது மதிப்பு 


2ா 


2N 


= COS 


+ i sis 


...... ( a ) 


1 


n 


x ன் -வது மதிப்பு 

2 ( r - 1 ) 


r - 1 ) m 


== COS 


+ i sin 


........ ( b ) 


( a ) ஐ ( b ) ஆல் வகுக்க . 


2rn 


2K 
+ isip 


COS 


n 


x- ன் ( r + 1 ) - வது மதிப்பு 

x ன் -வது மதிப்பு 


-- 


2 { r - 1m 

2 ( r -- 1m 
COS 

ti sio 


( 


2T 
COS 

+ i sis 


20 
n 


| sie" T )(c ++ + 
=- *+ hs " - " )( " +tails ; ) 


( 


2-1m 
COS 
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27ா 

2 . 
C )s- + isin 


27 

ஜா 
COS 

+ i sin 


(c " ") 

( " * + ம் ," ) 


23 


2 


= cos- + isin 


= ஒரு நிலை எண் . ( r ஐச் சாராதது ) 
எனவே , +1 ன் -வது மூலங்கள் ஒரு பொவி . ( G.P. )யில் அமை 
கின்றன . இந்த பெ.வியின் பொது விகிதம் ( common ratio ) 

27 27 

+ isio 


COS 

n 


2 ) 


66 . இப்பொழுது , +1 ன் 7 - வது மூலங்களின் தொடர் பெருக்கற் 
பலனைக் ( continued product) கண்டுபிடிப்போம் . 

--6 3 யிலிருந்து , + -1 ன் ஈ -வது மூலங்களின் மதிப்புக்கள் கிடைக் 
கின் றன . அவைகளின் தொடர் பெருக்கற் பலன் 

21 27 
= { cos 0 + i sin 0 } x 

+ isin 

+ isia 


CUS 


= COS 


+ 


ox ( cos 

ஈ ) 

x (cor =" = " +1 +ia 2+-17) 
{ o + # + " 

22 ) 
{0 + 
( 2 } 
{ [ * ]} 


4 


+ i sin 


கா 

+ 


2 ( n - 1 
+ 


2.n - 1K 


= COS 


+ isin 


= cos ( n - 1 ) r + isis ( n - 1 ) m 
= cos ( x - nx ) -i sis ( m - ne ) 


--onx - i sin பா 


COS ne = ( - 1 ) , sia mr = 0 ) 


= ( -1 ) " ( : 
= ( -1 , n + 1 
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மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1. d , 9 இரண்டும் x3-2x + 2 = 0 ன் மூலகங்களெனில் 

என நிரூபி . ( n ஒரு நேர் முழுவெண் ) 


m 


Cos 


d " + Gr = 20 + 2 


x - 3x + 2 = 0 

2 + V4-8 
x = 

2 


= 1 + i 
d = 1 + i எனில் , B = 1 - i 


( $ 5.5 ) 


. 


+ i sin 


" 


gjaivas d = v2 {vat 

{ } + A } : B = v2 { } 2 } 
d = v2 {cos | 

T } 

B = v2 { eos F - ial: + } 
4- + E • - [ va { cs + + Isia + } ] 

*[ va { en + * } ] 
{ 03 " + fai " ; } 

{ con " T } 
{ 2 cos" " } 


- sin 


= 2012 .. 


+ 2012 


i sin 


2012 . 


n + 2 


== 


2 


2 


nm 
COS 

41 


கண்டு பிடித்து 


மாதிரி 2 . 

(03 - i ) ன் மதிப்புக்களைக் 
அவற்றை ஆர்கண் வரைபடத்தில் குறிக்க . 
VS - i = (V3) + ( -1) . 

V3 
/ (V3) * + ( - 1 ) 


{ vs-) 

VVS + ( - ) } 


( ( V3) 

+ ( - 1 ) . 


தே மாவரின் ...... காரணிகளும் 
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2 


. 


V9 
2 


tal 


} 


( S 5.5 ) 


= 2 


{ 
{ cos - sin 

- 
= > { cos ( 5 +218 ) --sin ( +200) } 
- [? { cos( + 2nn ) -i sio ( 5 + 2- } ] 
= 2+ { co 

4.1)*} (861) 


(V3 - i) 


cos (12n + 


1 ) 
42 


( 12n + 1 ) 7 
- i sio 


n = 0 , 1 , 2 , ..... 6 Tatù Sir BUL , 


1. ( V 3 - i) ar gyvyási ympw 


7 


COS 


{ 


27 . 


- isip 


42 


: } 


i 


42 


27 . 


{ 
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COS 

42 
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i sio 

42 


j 


24 . 


257 

257 
COS 

-- i sio 
42 

42 


j 


{ 
27. { 
27. { 


370 
LOS 

42 


- I sin 


37 
42 


} 
- } 
} 


; 


497 
COS = i slo 

42 


497 
42 


; 


6177 
COS 

42 


27 . 


i sin 


tla 
42 


. 


{ 
st. { 


} 
} 


737 
COS 

42 


i sin 


737 
42 
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இவ்வேழு மதிப்புக்களுக்கும் குணகம் 

+ 

ஆகையால் , ஆர்கண் 
வரைபடத்தில் ஆதியை மையமாக வைத்து , ஆரம் = 27 என்ற வட் 
1.த்தை வரை . 


Y 


A6 


A5 


A ) 


A1 , A. , A ...... என்ற புள்ளி 
கள் மேற்கூறிய 

மதிப்புக்களைக் 
குறித்தால் , அவைகள் வட்டத்தின் 
மீது அமையும் . 
மேலும் 

மதிப்பின் 


F /42 


X 


121 
142 


1 


முதல் 


வீச்சம் = 


A3 


42 


A2 


படம்- 34 


ஆகையால் , A , என்ற புள்ளியை XOA , = - x / 42 என்று 
இருக்குமாறு எடுக்கவேண்டும் . இம்மா திரியே , A ,, As A , என்ற 

127 
புள்ளிகளை A, 6A , = A , BA ,= ... = A , 0Aq = என்று இருக் 

42 
குமாறு எடுத்தால் புள்ளிகள் A , 4 , ..... , A , மேற்கூறிய மதிப்புக்களை 
ஆர்கண் வரைபடத்தில் குறிக்கும் . 

( படம் 341 
மாதிரி 3. தீர் : x15 + x + x +1 = 0 . 
xt " + x8 + 31 + 1 = x ( x + 1 ) + 1ix + 1 ) 

( x + 1 ) ( x + 1 ) = 0 
x +1 = 0 

..... (1) 
x " +1 = 0 . 

( li ) 
என்ற இரு சமன்பாடுகளையும் தீர்க்க வேண்டும் . 
(1 லிருந்து , 

-1 - cos x + isiyா 
= cos ( 2K + 1 + isin ( 2K + 1 ) m 
( (2K + 1 * 

+1 sin 
8 
( 2K + 1 } m 

...( 111 ) 

8 ) 
K = 0 , 1 , 2 , 3 என ( lii ) ல் பிரதியிட்டால் 
பக்கு 4 சோடி ( அதாவது 8 ) மதிப்புக்கள் கிடைக்கும் . 

x + 1 = 0 எனில் 


X = CCS 


{ ( 2K + T } 

{( 2K + } 


தே மாவரின் -...காணிகளும் 
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- 
- 


X = C s 


X = COS 


x7 = - 1 = ccsKES.IN 
= cas ( 2K + 1 + si ! ( ? K + m 
( 2K + 1 T 

2K + m 
+ 

( 15 ) 
7 

7 
K = 0 , 1 , 2 , என ( { v } ல் பிரதியிட்டால் 
x க்கு 3 சோடி ( அத ? வது 6 ) மதிப்புக்கள் கிடைக்கும் . 
இப்பொழுது , K = 3 என்று பிரதியிட 

x = cos x + isia T 
= -1 + 0 

-- ! என்ற ஒரு மதிப்புத்தான் கிடைக்கும் . 
எனவே , x = -1 
( 2K + 1 * 

( 2K + 1 , * 
+ f sin 

... ( v ) 
7 

( K = 0 ; 1 , 2 ) 
என்ற 7 மதிப்புக்கள் கிடைக்கின்றன . 
( lil ) ; ( v ) லிருந்து , 3 க்கு 15 மதிப்புக்கள் கிடைக்கின்றன . 

6.8 . n ஒரு நேர் முழுவெண் எனில் , xn - 2 far cos n9 
+ an ஐ மெய்யான இருபடிக்காரணிகளாகப் பிரிக்க . 
xn - 2xnar cos na + an = 0 எனக்கொள் 

* ... ( A } 
2arcos hd = V4a ncis nG -- 4 
. 

2 
an ( cos mG + ian sir ne .. 
a ( cos 16 + isan ne ) 

ar . { cos ( 2Kr + i0, + isia ( 2Kr + ne ) } 
x = a . { cos ( 2Kr + ne ) = i sin ( 2Kr + ne ) } 1 / n 
2Kr + ne 

2Kr + e 
Ei sin 


x = 


n 


• °) } 
- = { 001 (8 + "*" ) + tie (e + " * " ) } - (8) 


x = 


X = u 


சமன்பாடு ( A )யிலிருந்து x க்கு 2n மதிப்புக்கள் கிடைக்கும் 
ஆகையால் . K = 0 , 1 , 2 , ... { n - 1 ) என்று ( B ) ல் பிரதியிட்டால் X க்கு 
n சோடி மதிப்புக்கள் ( அதாவது 2n வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் ) 
கிடைக்கும் . 
எனவே , 
2Km 

2KT 
G + 

+ i sin 8+ 
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{ = - = (cos (0+ 24 " )- tain ( 0+ 26 " )} 


( K = 0 , 1 , 2 , ... ( n - 1 ) ) xn - 2xnar cos ne + ar ன் 
காரணிகள் , 


ஆனால் , 


{ s - 4 001 (0+ " K " ) - ain ( 8+ "f " ); 

{ --100 (0+ *** ) +at sin o + "** } 
- { x - 4 009 ( 8+ 26" ) } + a ain ( 8+ 26 ") 

( 6+ 2 )+ சு , 


( : i = -1 ) 


x2 - 2xa cos 


= 


.... ( C ) 


இந்த , மெய்யான இரு படிக்கோவையானது , x27 2xna " cos 
na + a ” ன் மெய்யான இருபடிக் காரணியாகும் . 

K = 0 , 1 , 2 , .. ( n - 1 ) என்று ( C ) ல் பிரதியிட . 
x72xnal cos mo + aw 

வா 
x2 - 2xa cos G + al 

x2 - 2xa cos 

G + 


= A 


> { 

{x 


* } . { 


n 


+ a " } 


X 


{ --- axa con ( 0+ 21" ) + - } 


( என்பது ஒரு நிலையான எண் ) 

xான் குணகத்தின் இரு பக்கமும் சமன்படுத்த , A = 1 என 


கிடைக்கிறது . 


ஆகையால் , 


1-1 


2K 


x2n - 2xnal cos ne + ar 


{ -2ox cos ( a+ 


K = 0 


* " ) 
+ a } 


( an என்பது , தொடர் பெருக்கற்குறி ) 

6.9 . மேற்கூறிய காரணிகள் சூத்திரத்தை வரைபடம் மூலம் 
இப்பொழுது விவரிப்போம் . 
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தே மாவரின் ....காரணிகளும் 


a 


0 ஐ மையமாகவும் 

என்பதை ஆரமாகவும் 

கொண்ட 
வட்டத்தை வரை . P என்னும் புள்ளியை OP = x என்று இருக்கு 
மாறு எடு . x > a ஆனால் , P வட்ட த்திற்கு வெளியேயும் , x < a எனில் 
P வட்டத்திற்கு உள்ளேயும் அமையும் . A1 என்னும் புள்ளியை 
POAL 

9 வாக இருக்குமாறு வட்டத்தின் பரிதியில் எடுத்துக்கொள் . 
A1 ஐ முதல் உச்சியாகக் கொண்ட n பக்கமுள்ள ஒரு ஒழுங்கு 
பல்கோணம் A , AS A ... An ஐ வட்டத்தின் பரிதியில் அமையுமாறு 
எடு . 


POAL 


8 ( கொள்கை ) 
: POA , = POA + AY0A , = 0 + 2v / m 

( $ 42 ) 
PDA , = POA , + A , OA , = 9 + 2x / n + 2x / n = 0 + 4x , n .. 


A ) 


POAn = 0+ 


2 ( n - 1 


A , 


n 


x 


P JAM 


A POA , லிருந்து , 
PA , 2 = 0P3 + OA - 20P OA , cose 

= 12 + a ’ - 2xa cose 
இம்மாதிரியே , P4 , " = x : + a - 2xa cos 

( 6 + 2m / n ) ( APOA , லிருந்து ) 


படம் - 35 


PA 


2 


x + a - 2xa cos 


( 0+ 2(1-13" ) ( APOAாலிருந்து ) 


ஆகையால் , 


n - 1 


PA , 2. PA ... PA3... PA n 


2 .... 2ax cos 


aTT 
K = 0 


( 6+ 2Kr ) + a" } 


xn - 2xran cos ( ne ) + a n 
இதற்குத் தேமாரின் வட்டப்பண்பு எனப் பெயர் . 


( De Moivre s Property of the eirele ) 
6-10 . $ 6-9 - ல் எடுத்துக் கொண்ட P என்பது 0A ள் மீது 
அமைந்தால் 6-0 ஆகும் . எனவே , இப்பொழுது OP = x எனில் 
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PAY . PA , PA 3 


-- 


ܙܙܟ 


PA : 2 = xn - 2xnar cos ( 0 ) + an 

xn - 2xnar + an 
= { a - ani " ... ( i ) 


P562 


A2 


இரு பக்கமும் வர்க்க மூலம் எடுக்க . 
PA , PA * PA .... PA1 


TT / T: 


B. 


Y P 


A , 
Bm 


= u " - x " ( x > a ) , அல்லது 


= xr - a " ( x > a ) 


( il ) 


படம் - 36 


வட்ட விற்கள் A , A. , A , As ...... An An ன் மையப்புள்ளிகள் 
முறையே B1 , B ,,....... B. எனில் , 

A , 6B = 2m/m ) = m /n . 
B , 6A , = x / n 
A , B = / n 

B , DA , = m / n 
ஆகையால் , A1 B , A , B , * + Bn ஒரு ( 2n பக்கமுள்ள ) ஒழுங்குப் 
பல்கோணம் . 
எனவே , ( i ) லிருந்து , 
P4 , • PB , PA: PB , .. PB = an - xn ( x < a ) , அல்லது , 

= xn - an ( x > a ) 


.. 


அதாவது , 
( PA ) PA , , PAnx PB , PB , .. PBn = an - xn { x < a ) அல்லது 

= x2n - an ( x > a ) 
( ii ) , (iii ) லிருந்து , 

PB | PB , PPx = x + a ^ { x_a ) 
எனவே , P வட்டத்தினுள்ளிருந்தாலும் , வெளியிலிருந்தாலும் , 

PB | PB , - PB . = a " + " 
இதற்கு கோட்சின் வட்டப் பண்பு எனப் பெயர் , 

( Cotes Property of Ciicle ) 
6.11 . x" -a " ஐக் காரணிப்படுத்த . ( n ஒரு நேர் முழுவெண் ) 
வகை 1 . 

11 ஒரு ஒற்றை எண் 
xn - ar = 0 என்றால் , 
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x = a என்பது ஒரு தீர்வு . ( அல்லது x " -a " ன் ஒரு காரணி x - a ) 


எனவே , X ன் மற்ற ( n - 1 ) தீர்வுகளைத் தான் நாம் கண்டுபிடிக்க 
வேண்டும் . 
இப்பொழுது , x - d " = 0 ஆகையால் , 

xxn = ar 1 
= ar ( cos 0 ° = isin 0 ° ) 

ar ( cos 2Kx + i sin 2Km ) 
ஆகையால் , 

x = a { cos 2K1 + j.sin 2Kr . } 1 / " 

2Km 2K 
ti sin 

m 
K = 1 , 2 ... 

( n - 1 

2 


n 


2Km 2KY 
£ i sin 

H 


ஆகையால்x" -ன் 


{ cos 
என் ஒருசோடிமதிப்புக {co " 
= k a 

2 ) 
[ { 5-40 "** } + al #ta 247 ) 
- {s - MT} ஸ் 


ஒரு சோடிக் காரணி 

2K 
x - acOS 

- aisin 
ns 


X 


22KT 


( i = -1 ) 


11 


2Kr 
= x2 - 2xa cos 

+ ae 


......... ( ii ) 


A 


( 1 ) , ( 11 ) லிருந்து , 


( n - 1 / 2 ) 


2Km 
x2 - 2xa cos 


xn - ar = ( x - a ) on 


* 


+ a } 


K = 1 
வகை . 

n ஒரு இரட்டை எண் 
முன்போல , x -- a = 0 எனில் , 

x == a என்ற தீர்வுகள் கிடைக்கும் . 
x - a ன் இரு காரணிகள் முறையே ( x - a ) , ( x + a ) 

நாம் இப்பொழுது 3 " -d " = 0 ன் மற்ற { n - 3 ) தீர்வுகளைத்தான் 
கண்டுபிடிக்கவேண்டும் . 


எனவே 
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x = a " ஆகையால் 

= arl = ar ( cos 0 ° = i sin 0 ° ) 

= ar ( cos 2Kr = i sin 2Km ) 
x = a { cos 2Kr + isin 2K * } 11 / n 

2Km 2Km 
COS 

+ i sin } 


1 , 2 , 3 .......... 


" > ) 


(K =1 , 
நான் ஒரு சோடிமதிப்பும் { cos } 


2Km 2Km 

Ei pin 


ஆகையால்xn - aான் 


ஒரு இருபடிக் காரணி 


2Km 
2ax cos 


+02 . 


( i ) , ( ii ) லிருந்து , 

( n - 2 ) 
xn - al = ( x - a ) ( n + a ) 2 


TT 


K = 1 

2Km 
x3 - 2ax cos + 


{ x - 20 


} 
} 


-- 


2 ) 


( n 
= ( 3 - a ) 


2 


{ x 


2Km 
2ax COS 


+ a 


K = 1 


6.12 . 

x + a " ஐக் காரணிப்படுத்துச . ( n ஒரு தேர் முழுவெண் ) 
வகை . 

1 ஒற்றை உண் . 
xr + ar = 0 க்கு , 
x = -a என்ற ஒரு மெய்யான தீர்வு உண்டு . அல்லது ( x - a " ன் 
ஒரு காரணி x + a) 

( 1 ) 
மற்ற ( n - 1 ) தீர்வுகளைக் கண்டு பிடிக்க . 

an 
= ar ( cost + i sin M) 
= ar ( cos (2K + 1 * = isin ( 2K + 1 ) r ) 

cos ( 2K + 1 ) * + i sin ( 2K + 10 


-- 


x = { 


= 


} 
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= a { 


(2R + 1) * 


( 2K + 1 ) 
* + i sis 


COS 


ஈ } 


11 


(K 


K = 0 , 1 , 2 , 


( 2K + 3 

; அதாவது , 
2 


( m 


1 


சோடி மதிப்புக்கள் 


) 


2 


$ 6-11ல் விளக்கியது போல , இப்பொழுது , 
x + ar க்கு ஒரு மெய்யான இரு படிக்காரணி . 

12K + 1 * 
ne - 2ax cos 

+ a என புலப்படும் . 


( 1 ) , ( ii ) லிருந்து , 

( n - 3 ) 
xn + ar = ( x + a ) 2 


{ 


20x cos 


( 2K + 1 ) 

* + a ? 


1 


aTT 


K = 0 
வகை II . 

n ஒரு இரட்டை எண் . 
mn a " க்கு x = = a போன்ற மெய்யான தீர்வுகள் கிடையா . 
ஆனால் மேற் கூறியபடி xn + ar க்கு ஒரு மெய்யான இரு படிக்காரணி . 

( 2K + - ) 
x2 * + a . 0 (( n -- 2 ) 

2 


-2ax cos 


11 


உண்டு, 


} ( n -- 2 ) 

சா 
K = 0 


( 2K + 1 ) 
- 2ax cos 


{x 


xn + 1 


* + a2 


+ a* 


14 


இரு படிக்காரணிகள் 


) 


2 


6.13 . 

இப்பொழுது , நாம் சில முக்கிய சூத்திரங்களைக் காண்போம் . 


( 1 ) sin no = 21 1 sin a . sin 


20-| sin e . sin ( 0 + 

( 0 + ஈ ) 


slo 


1 


(6+ 


+ 


n 


* 6-8லிருந்து . 

n -1 
xn - 2xn ar . cos na + asw am 

K = 0 
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{ -- 24x. cos ( a + 2 ) + } 


x = a = 1 என்றும் , 9 = 20 என்றும் இதில் பிரதியிட 
n - 1 

2KO 
எனவே , 2- 2 cos 2np am 

2 – 2 cos [ 20 + 
K = 0 


* 


( 22 + 


n -1 


அதாவது , 4 sir ne 


2 ( 11 - 1 ) 11 - 1 


) } 
4 sin ( 

) 
** { kin " (> + ஈ ) } 
( sin ( e - - ) } 


211- ? 
2 


ஆகையால் , 


sining 


1 . 


Km 


அல்லது . sir.p = 2 


a 
K = 0 


ஒக்குப் பதிலாக 6 என்று எழுதினால் கீழ்வருமாறு கிடைக்கும் . 


sione = 25 = sin o sin(a+ 

sto(6+ # ).. sin ( e+ " = " ) 
(i) c + +8 = 2 | sin (8+ # ) in ( e + *7 ) 

sin ( e + * * ) 


சென்ற சூத்திரத்தில் , 8 விற்குப் பதிலாக 8 + 


என்று 


2n 


ழுதினால் , 


T 

+ 
2n 


என்று நமக்குக் கிடைக்கும் . 


sin m ( 81 
( a + 7 ) 27 | sin (( 6 + 26 ). Sin (e 

ஈ ) - 
( + m0 ) = 21, 5in (a+ 

( 8+ n ) 

( 8+ 2 ) --- 


அதாவது , sin 


sin ( 


sin 
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அல்லது , cos ne = 21-1 . sin 


(( 0 + 25 ) 


30 
SIN 8+ 

+ 
21 

21-1 
sjn | G + 

2n 


( 


6 ! 4 . 


T 


siu 


21-1 


மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1 . n ஒரு நேர் முழுவெண்ணாகில் x2 - 1 ஐ 

3 
படிக்காரணிகளாகப் பிரித்து sin 

sia 
2n | 2n 

2n 
Ala ( n - 1 , * 

vn 

என நிறுவுக . 
2n 
20 ஒரு இரட்டை எண்ணாசையால் , 
( n - 1 ) 

2Kr 
x ? -aan ( x - a ) மா x " - 27x cos + a 

2n 
K = 1 

( 86.11 வகை ( 1 ) 
( n - 1 ) 

2KK 
x2n - 1 = ( x2 - 1 ) am 

2x cs 

+1 

2n 
K = 1 

( r - 1 ) 
x24 - 1 

2Kr 
x2 - 2x cos 

+1 
x " -1 

2n 
K = 1 


} 


{ *-- 


an 


{ 


வகை 


நுண் 


கணிதத்திலிருந்து (( Differential Calcular ) x 
ஆனது 1 ஐ அணுக இரு பக்க எல்லை மதிப்புக்களும் சமமாகும் . 
அதாவது , 


lt xan - 1 
x 1 x - 1 


( n - 1 ) 

ar 
K = 1 


{ 1 


2Km 
1-2 cos 

+ 
2n 


27 
2 


= 211 


-1 ) 
ar 
K = 1 


{ 


1 


2Km 
COS 

21 


2 ) 


( n- ) 
201. 

07 
K = 1 


{ 2 sin " 


Кл 
21 


} 


( அ.து. ) | 


( n - 1 ) 
7 = 21-1.21 1. ா 

K = 1 ; 


{ sia " 


Кл 
2n 


} 
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இரு பக்கமும் வர்க்க மூலம் எடுக்க . 

( n -- 1 ) 
vn 

Km 
- .. ா 

sin 
2 
K = 1 

20 


} 


( 
i 
) 


T 


{ n- } 


ஆனால் கோணங்கள் 


ரா 
2n 


За 
2ru 


; ....... 


ஒவ் 


2 


21 


T 


வொன்றும் ஐ விட சிறியதாகையால் , sin 


2m 
21 


За 
sia 


2n 


21 ) 


" * முதலிய அத்துணைக்கும் 


கூட்டற்குறிதான் உண்டு. 


( n - 1 ) 
sin 

2n 
( plus sign ) 

( n - 1 ) 

orm sin 
K = 1 


KT 
21 


vn 

1 


2 


31 


2n 


vin 
2n1 


அதாவது , sin sin sin 

an 21 ) 

( n - 1 } x 
sin 

n 
மாதிரி 2. x10 -- x +1 ஐ இருபடிக்காரனிகளாகப் பிரிக்க . 
x10 - x +1 = 0 லிருந்து 
1 + V1-4 

1 = iV3 
2 

2 


x5 


V3 
= } + i 

2 


TT 


T 


= 


11 


COS 


+ 


sid 


3 


3 


( K ஒரு முமுவெண் ) 


= cos ( 2 Km + } + i am (2 km + " 
) 
{ cos ( 2 xx + ; ) - 

i sin (axx + + ) } 


-- 


( 6K + 1 ) m ( 6K + im 
= COS 

+ i sin 
15 

16 

( K = 0 , , 2,34 ) 
4 
.. xic -x . + 1 

+ = an 

* + 1 
K = n 

15 


{ 


(6K + 1 ) 
-2x cos 


K 


தே 


மாவரின் ... காரணிகள் 
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cos e - cos ( 9 

(9+ 


2Kn 
n 


ஈ) } 


மாதிரி 3 . 

( n - 1 ) 
cos ne - cos n ¢ = 211 UT 

K = 0 
என நிறுவுக . 

( n - 1 ) 
x2n - 2xn cos n +1 

K = 0 


- 


7 


{ x = 2x co- (+ +" * " ) + 1 } ( 68 ) 


இரு பக்கங்களையும் x " ஆல் வகுக்க . 
( n - 1 ) 

2K 
xn- 2 cos np + 

x- ) cos ( 9 + . 
K = O 


1 


T 


+ 


17 


( n - 1 ) 


1 
( அ.து. ) xn + 

xn 


-1 cos ng 


- 

(9 + % " ) + + } 
{ ( ) 

(9 + 2** )) 


2 cos 


...... ( i ) 


1 


1 


x = cos G + i sin e எனில் x + 


= 2 cos 8 : x + 


= 2cos ne 


x 


xn 


.. ( i ) லிருந்து . 

( 11-1 ) 

S 
2 cos ne - 2 cos n = 

2 cos 9-2 cos 
K = 0 


2K 


T 


1 
அதாவது , 2 ( cos 18 - cos mp ) = 27 am 

K = 0 


cose - cos 


* ) } 
( s + 2Ar ) } 
o - cos ( + 


( + 
( * + 2k ") ) 


cos e - cos 


-1 
எனவே , cos ne - cos n = 271 am 

K = 0 


எனில் , 

, 


2n 


குறிப்பு : = ( 

( 5 ) 


N - 1 


cosre - cosm 


+ 


= 211 am 

cos e - cos 
K = 0 || 

A - 1 
= 2010w cos e - cos 

K = 0 | 


( F = " * " ) } 
* (*2= ) " } 


10 
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n - 1 


cos no - 0 


20-1 ( 


cOS O - COS 


4K - 1 
2n 


K = 0 


எனவே ,, 


7 


cos no = 2n - 1 cos 0 - cos 


*** (co 


:) 


371 
cos O - cos 

2n 


in 


X 


( cos 


2n - 1 
cos A - COB 

2n 


* ) 


மாதிரி 4 . 


n 


( p - 1 ) 7 
( 1 + x )2n + ( 1 - x )2n = 291 ? + tan ? 

4r 


p = 1 


n 


4 


40 


இம்முடிவிலிருந்து , tan 

( 2p - 1 ) 

நான் மதிப்பை எழுதுக . 
D = 1 
( 1 + x ) * n + ( 1 - x )2n = 0) Tarlar . 

( 1 + x ) , " = - 11 - x ) n 

= ( 1 - x ) 2n . { 1 + i sin * } 
= ( 1 - x ) 2n . { cos ( 2p - 1 ) 2 + i sin 

( p - 1 ) } 

( p ஒரு நேர் முழுவெண் ) 
Tourier, 1 + x = 1 --x }. { cos ( 2p - 1 ) + i sin ( 2p - 1 ) } 1 ) , 
20-1 

2p - 1 
1 + i sin 
2n 

2n 


1 + x 


அல்லது 1-3 


COS 


{ 


- * 


CUS 


a + i slo 


0-1 


2x 


2p - 1 

2 
2p - 1 


எனவே , 


2p - 1 

2n 
2p - 1 

2n . 


2 


COS 


( 


:).* 


+ i sin 


2n 


7-1 


2p - 1 


-2 sia 


--1 


4n 


:) 
+ i sin ( 

( 227 ) 
( 
Di 
:-)* cos( " ) 


£ i sio 


2p - 1 
2n 


7 


200- (": ) 
뼱 ) 

+ 2i sto (* 


2 il sin 


( 2p - 1 


2p - 1 


2p - 1 

412 


jar 


COS 


a 


4n 


An 


CP 
20 


2 cos2 


2p - 1 

An 


2p - 1 
1 + 2i sin 

An 


T 


தே மாவரின் ....... காரணிகளும் 


147 


i sio 


( 


2p - 1 


47 


2 , 


COS 


COS 


2p - 1 

4n 


+ itin 


In 


அல்லது 


x = + i tan 


) { ( a ) co 

( an ) = cos( an ) " } 
" ) { in(" - ) " } 

( 7 ) 
( ) , 
( 27 " = 

) (P= 2,.....(ம) 


T. 


எனவே , x + i tay 


x - itas 


ஆகியவை , ( 1 + x } 2n + { 1 - x ) " என்ற கணியத்தின் ( quantity ) 
காரணிகளாகும் . ($ 6-12ஐப் பார்க்க ) : 

ஆகையால் 


( 1 + x ) 27+ { 1 - x ) 2n . = K on 


2 


* { = + 1 un (" = ) * } 

{ = -1 aan " r * } 
* , {="+ en"( a ) ;} | 


= K * 


இருபக்கமும் xான் குணகத்தை சமன்படுத்தினால் 

2 = K என்று கிடைக்கும் . 


{x + 


( 27 " ) " } 


எனவே , ( 1 + n ) n + ( 1 - x ) n = 2 வா x2 + tan * 

p = 1 
இருபக்கமும் x27 ன் குணகத்தைச் சமன்படுத்த . 
2X2nC , 

( 2p - 1 } 
Σ tap 

47 


.. 


2 


2 X 


p = 1 


இருபக்கமும் x21 4 ன் குணகத்தை சமன்படுத்த 

2p 

29-11 
= 2xztan 

RX tan 
47 


2xnCA 


( 22- ) 


) 


47 


( p , q இரண்டும் முழுவெண்கள் ஒன்றிலிருந்து , 1 வரை 
யுள்ள மதிப்புகளைப் பெறும் இவைகள் , ஒன்றுக்கொன்று 
சமமல்ல . [ p # q ) ) 
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ஆகையால் 


- an ( 2 = ) * - {zen"("an ) ; } 

-1 { a an"(" = )+xtan"(" r )" } 


2n 2 

( 2 | -2.1 C4J 
= = n ( n - 1 ) ( 4n ? + 2n - 3 ) 

xn --ar cos ne 
மாதிரி . 5 . 

xn - 2arx cos 119 + aant 


rxn | 


1 1 - 1 

3 
K = 0 


X - acos 


2KN 
9 + 

n 


* ) 


x2 - 2an cos 


2Km 
e + 


17 


+ a ? 


என்று நிறுவுக . 

$ 6-8லிருந்து , 


n - 1 


xn - 2arxr cos no + ain 


ar 
K = 0 


{ ** - 20s son(6 + *** ) +4"} 


இருபக்கமும் C அடிக்கு மடக்கை எடுக்க . 

n - 1 
wz ( xan - 2arxr cos no + 37 ) : Σ 

K = 0 


wa {x" - 200 00 (0 + "* " ) + - } 


ஐக் குறித்து வகையிட (differentiate ) 
angan1 - 2ar . nxil . cos no 

n - 1 

Σ 
2al . nxn cos ne + aen 

K = 0 


* 


2KA 


2x - 2a cos 


n 


(6 + 
( a + 


2Km 


x - 2ax CO6 


) 


+ aa 
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எனவே , 


n -1 


2n ( x ^ 1 ) ( xn - a cosne ) 
xn -- 26 " xn cos no + aan 


Σ 
K = 0 


2 


( 


Y - acos 


2Ka 
n 


] ] ) 


(e + 

ஈ ) 


x - 2ax cos 


2Kr + a 
6+ 


1-1 


x - ar cos ne 


1 


அல்லது , _ 2arxn cos me + a 


nxr | 


K = 0 


( r - a cos ( 8 + 2 ) 


2K 
9+ 

1 


+ a 


x® -- 2ax cos 


மாதிரி 6. PP.P ........ என்று ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணம் 
ஆரம் - கொண்ட ஒரு வட்டத்தினுள்ளே வரையப்பட்டுள்ளது . 
P என்னும் புள்ளி இவ்வட்டத்தின்மீது , வில் P , P தான் நடுவில் 
அமைந்தால் { i ) PP , X PP , X PP , X ... PP . = rry2 என்றும் 

( ii ) P.P , X P.P : X P.P , ... X PP. = rr lvn 
என்றும் நிறுவுக . 
P.P.P3 ... 

P ,ா என்ற 211 பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல்கோணம் 
ஒரு வட்டத்தினுள் வரையப்பட்டுள்ள தால் , ஒவ்வொரு 

ஒவ்வொரு பக்கமும் 
வட்ட மையத்தில் சமகோணத்தைத் தாங்கும் . எனவே , 
0 என்பது வட்ட மையமானால் 

ஜா 
PLÔPI P , P = ... = PgnÔP 


1 2n 


மேலும் P என்ற புள்ளி வில் P1 P , ன் நடுவில் உள்ள தால் 

POP , = FoP .. 


= 


2n . 


* 


எனவே , 


POP , = POP 

POP , + POP , 


+ 


an 


n 


T 


POP , = POP , + POP . 


+ 


|| 


+ 


சு 


an 


71 


20 
* 
27 
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(n - 1 ) 


wr afw , PỘP 


+ 
2n 


n 


STOOT Co , 


PP 


2r sin 


4n 


PP : 


2r sip 


+ 


sla 


Canon A ) 
PP, = 2r sin ( + ) 


PPn = 2r sin 


ஆகையால் , 


PP , X PP , X PP , X 


......... X PP 


- 2r on + 2r sin ( + ) 


n -- 1 


X 


x 2- sin 


( 


+ 


2-:) 


4n 


R 


2n , rn , sic 


X sin 


( 


+ 


) 


4n 


4n 


n 


X *** . X 


n - 1 
+ r 
4n n 


2n . rm . 


sinn 


.......($ 6:13 . ( ) 


2n - 1 


An 


1 


2.pno 


V2 


= p V 2 . 


மேலும் , 


P , P , = 2r sin m 
P. P. = * ( + ) 


.... 


P. PO = 2r sin ( + - ) 
P , OP, = * 


Bugyi 
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2n 


P P , = 2r na " 
P , OP , = 25 ( : P.JP , = P , OP , + P , bpg) 


m 


20 
PiPo = 2r sin 

2n 


இம்மாதிரியே , P , P. = 2r sin (m - 1) r 


2n 


ஆகையரல் , 


P , P , x P , Ps XPP, x - x P , Pn 


2r sin 


( 


x2 


X2r sin 


sin ( 


( 27 ) 


2n 


X .... ( n - 1 ) உறுப்புகள் 


T 


an - 1 . 1. sin 


sin 


2m 
2n 


( n - 1 
... sin 

2n 


2n 


= 211.rr. 

Vn 


( மாதிரி 1 லிருந்து ) ( $ 6 • 13 ) 


ஜா 


= rnl. 

Mm 


tan 11 


மாதிரி 7 . 

ABCD என்ற , 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் 
பல்கோணத்தின் சுற்றுமையம் 0 , சுற்றுவட்ட ஆரம் a . P 
என்னும் புள்ளி 10 விலிருந்து - என்னும் தூரத்திலுள்ளது . நீட் 
டப்பட்ட கோடுகள் OA , OB , OC , .... வுடன் முறையே AP , BP , 
CP...........உண்டாக்கும் கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை 
rn sin no 

( 0 = POA ) என்று நிறுவுக . 
an cos ne - an 

நீட்டப்பட்ட கோடுகள் 0.1 , OB , OC ... வுடன் முறையே AP , 
BP , CP .உண்டாக்கும் கோணங்கள் , 21 , 11 ... எனில் ,, 

PA cos p = 7 cos e - a 

PA sino = rain a 
எனவே , PA co P + istor ) = ( r cos G + ir sin o) - a 
இம்மாதிரியே , 
PB( cos p + isin ¢ 1 ) = 
2m 

2m 
8+ 

+ ir sinle + 


( A0B = 27 / n ) 


.. 


-- 


.. 
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ஆகையால் , PA { cos - + i sin p ) x PB ( cos 1 + isa 01 ) . 


( c . sG + i sini 0 ) 


= { r ( 

es } 
x { [ 600 ( 0+ # )+ an ( e + 7 ) ] - "} 


x ...... ( n உறுப்புக்கள் ) 
= ( -1) 1 { pn ( cos n + isin ne ) - ar . } ( 86.11 ) 
மெய்யாள சற்பனையான பகுதிகளை இருபக்கமும் சமன்படுத்த . 
PAX PBX ... cos ( ¢ + p + ... ) = { rr cosna - ar } ( -1)^ 1 ...(i ) 
PAX PBX ... sin ( + ¢ 1 + ...) = { r ? sin ne } ( -1}n 1 ......( li ) 
( li ) ஐ j ) ஆல் வகுக்க , 

pon sin sio 
* * -+ --- ) = 

rn cos ne - ar 

pn sin no 
ஃ . + P + = tan | 

in 

Cos ne - an 


2 } 


Cias 116 


அப்பியாசம் 6 

xº n - 1 
1. x = BUS 9 + ising எனில் , 

x2n -Trx | cos ( n - 1 ) 0 
என நிறுவுக ( n முழு எண் ) 

( cos 20 + isin 29 ( cos 39 - isin 30 ) * 
2 . 
( cos 30 + is1039 ) ( cos 4 G + isn49 ) 

ஐச் சுருக்குக . 

( விடை 1 ] 
( cas20 - isin 20) ( cos 4 G + sin 4 0 ) 5 
( ii ) 
( cos 50 + isin (30)) ( cos 50-1050 ) 

ஐச் சுருக்குக . 

( விடை cos 70 - isin70 ] 
( cos 20 - isin 20 ( cos 4 0 + isil 4 0 ) * 
( iii ) 
( COS 100 + isin 109) " { cis 30- ! sin30; 

ஐச் சுருக்குக . 
( விடை cos 20 + isn28] 


3 . 


Xr = cos 


( * ) 


+ i sin 


( * ) 


எனில் , 


x1X , Xs .....- மு.வ. = 1 என 

1 என நிறுவுக . 
1 

1 
x + = 2 cos e ; y + 2 cos ) எனில் 

y 


4 . 
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x8 


+ 


y2 
x3 


ன் 


ஒரு மதிப்பு 

= 2 cos ( 3 0-2 9 ) எனக் 


காண்க . 


5 . 


1 + sin + i cos 
1 + sin - i cos 9 


:) 


= 


COS 


( 3-7 ) 

9 ). 


ti sin 


-n ) என நிறுவுக .. 
2 . 


( n ஒரு முழு எண் . 
6. ( 1 + x ) " = Po + P / x + P , x + ... + Paa " எனில் , 
Po - P , + P4- 

என்றும் , 
4 


nam 


2r12 . cos 


( 


P. P , 1P -... 


-- 


ஜா ?. ப 


( 7 ) 


என்றும் நிறுவும் . 


n ஒரு நேர் முழுவெண் ) 
( குறிப்பு : -- { 1 + 1 ) " ன் விரித்தல் கண்டுபிடித்து , இருபக்கமும் 
மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன்படுத்து ) . 


8 


T 
1 + sin + i cos 

8 


8 


7 . 


| என நிறுவுக . 


1+ sin 


i cos 


8 


8 


8. x = cosG + isine ; / I - c = nic- ! எனில் 


1+ C cosG = 


2. 1- ) ( 1+ * )) என்று 


என்று நிறுவுக . 


9.x - 2x + 2 = ( x - d ) ( x - B ) எனில் 
( x + ) - ( x + B ) n 

sin " p 

{ cofp = x + 1 ) என்று நிறுவுக . 
d - B 

SII " 


sion 


10. { x - p ) * + q " = ( x + ) { x + B ) எளில் 
( x +d_{ x + B ,n 

sion 

qn1 
d - B 
என்று நிறுவுக . ( q cof G = x + p ) 
( குறிப்பு : - ( x + p ) + q * = ( x + p + iq ) ! x + p - ig ) 

எனவே ( x + p + iq ) ( x + p - iq ) = x + d ( x + B ) 
ஆகையால் , d = p + iq ; B = p - ig 
மேலும் , x + d = ( x + p ) + iq 
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= qcot 9 + iq 


q( cose + isin e ) 

sio o 


q { ccs9 + ising 
x + 3 = x + p - iq 

sio o 
11 . x = cos e + isine ; y = ccs + isin எனில் , 

1 ( 1 - ) 
sin ( e - p ) 

என்றும் , 
2i xy 

1 ( 1 + x " 
cos ( e + p ) 

என்றும் நிறுவுக . 

xy 
( குறிப்பு : - cos ( 6_p ) + isin ( e - p ) 

( cos e + isin a ) ( cosp - isin ) 
( cos e + ising 
( cos p + isi.. ) 


{ } 
{ * } 


1 


|| 


X 


இம்மாதிரியே , cos (0- 9 ) -Tsin ( a p ) = 2 ) 


12. { -1 + v3i ) + ( - 1 - V3i ) = , * + 1 என்று நிறுவுக . 
13. ( -ij ன் மதிப்புக்ளை எழுதுக .. 

( 4n + 1 ) ( 47 + 1x 
விடை . cos 

-i sin 

; n = 0 , 1 , -4 
10 


( 


) 


10 


m 


14. ( a + ib ) + { a - 1b ) ன் ஒரு மதிப்பு 

1b 
2 ( a + h2 ) 

+ tan 
21 


m 


( 79 


( 


.- ) 


என நிறுவுக . 


15. 3 / 2 + 2 ன் மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடித்து x8 - 4x : +8 = 0 

ஐத் தீர் . 


( 81+ = isin 


விடை 2/2 


{ cos 


( 8n + 1 

T 
12 


12 


} 
11 - 0.1 , 2 , 4 ) 


16. ( i - 1 )-ன் மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடித்து 

அவைகளை 
ஆர்கண் வரை படத்தில் குறிக்க . 

3 

2 , ா 31 
விடை 21/10 

+ isa + 
10 
5 

5 10 


( --- 
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( 


17. (V3 - i) ன் மதிப்புக்களைக் காண்க 

( 12n + 1 ) 

{ 12.1 + 1 ) 
விடை 2115 
COS 

7 - sin 
30 

30 


T 


} 
= 0 , 1 , 


7 = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 


4. ) 


(2n + 1 ) / + isin 


( வியை 


விடை Cos 


,) 


18. ( -1 ) 1 / 1 ° ன் மதிப்புக்களைக் காண்க . 

( 2n + 1 ) 
7 

* ; n = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 
10 

10 
19. ( cos 60 ° + isls60 ° + cos 45 ° + i sin 45 ° 118 ன் மதிப்புக்களைக் 
காண்க . 

15 ° 1116 n 360° +52 } ° 
2 

3 


( விடை ( 


2 cos 


Cos 


} ) 


+ i sie 1.360 ° +5219 

3 

n = 0 , 1 , 2 . 
20. 1 + iv3 ன் 6 - வது மூலங்களின் மதிப்புக்களைக் காண்க . 

(6n + 1 ) 

( 6n + 1 ) 
விடை 2116 

COS 

N + is10 
18 

18 


( வி 


{ co 


} 


, 


77 = 0 , 1 , 2 , ... 5 . 


21. 4vis மதிப்புக்களைக் காண்க . 

4n + 1 

41 ? +1 
விடை cos 

* + i sin 
8 

8 


( 


* ; n = 0 , 1 , 2 , 3 


22 (v3 - i) 15 ன் மதிப்புக்களைக் கண்டு பிடித்து அவைகளின் 

தொடர் பெருக்கற் பலனைக் காண்க . ( விடை 2-2iv3 ] 
23. 5 / 1 + ன் மதிப்புக்களின் தொடர் பெருக்கற் பலன் = 1 + i 

எனக் காண்க. 


1 


1 


n 


7 


24. ( a + ib ) " . ( a + ibm " ன் மதிப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 

பூச்சியம் எனக் காண்க . 
25. 3 / 1 ன் ஒரு கற்பனையான மதிப்பு w எனில் மற்ற மதிப்புக்கள் 


1 


1 


1 , w ? என்றும் , 1 + w + w ? = 0 என்றும் , 


1 + 2w 


1 + W 


+ 


= 0 என்றும் நிறுவுக , 


2+ w 


156 


திரிகோண கணிதம் 


26. x - x + 32x = 32 ஐத்தீர் .. 

2n + 1 

2n - 1 
x = 2 , 2 cos 

T + isin 
5 

5 


T 


; n = 0,1; 


x = 1 


?mar 

2nm 
+ isin 
3 

3 


; m = 1 


27. தீர் : - (i ) x16-17x : + 16 = 0 . 

Kr Ka 
விடை : 1/2 
£ i sio 


COS 

4 


4 


( வில் c 

{ cos } ] 
( வினை v2 { 

( K = p , 1,2, 3 , 4 ) ; 
{ com "p= an " } ( k-1,2 , 3 , 4) 
( விடை : +),*f - 1 , { 03"* * + 1+ in "K ; " * } 

( K - 0 , 1 , 2)) 


( ii ) x11 - x + x4 -1 = 0 


+ isID5 


J = cos 5 


= 


= 


20 

2 
28 . COS 

4 எனில் +4; 2 + என்பவை 
5 
x- + x - 1 = C என்னும் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் காண்க . 

ஊரா 

21 
tisin 

5 
{ cos 21 + i sin 2m ) 1 
. d cos 277 + i sin 2 

1. ஆகையால் , என்பது x - 1 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் ஒரு தீர்வு . 
எனவே . x = 1 ன் ஐந்து தீர்வுகள் முறையே 1 , d , d , de , * , 

( 86.5 ) 
மேலும் , 1+ + + + d * = 0 . 

(16.4 ... 

... ( i ) 
d + d * = p என்றும் , + = என்றும் கொண்டால் , 
p + q = d + de + d d = -1 

( ( i ) லிருந்து ) ----- ( ii ) 
pq = [ d + d * ) ( d + { * } = { *+++ * + d 

+ d + da + ded 
= 1 " + d ++ * ( * = 1 ) 

= + de + de + 4 = -1 ... ( iii ) 
P , ( ) என்பவை , x - xp + (/ ) + pq = 0 ன் தீர்வுகள் . அதாவது 
p , q என்பவை x + x - 1 = 0 ( ( ii ) , ( iii } லிருந்து ) என்னும் சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள் 


5 
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29 . 


COS 


an 

+ i sin 
7 


2 
7 


= d எனில் ++d ம் 


7 


30. 


d * + + bx + x + 2 = 6 ன் மூலங்கள் எனக் காண்க . 
x10 -1 ஐ மெய்யான இருபடிக் காரணிகளாகப் பிரிக்க . 

4 
விடை . ( x - 1 ) ( I ? 

x2 - 2x cos 

+ 1 
5 


1 


} ) 


31. x14-1 ஐ மெய்யான இருபடிக்காணிகளாகப் பிரிக்க . 

6 
விடை . ( x - 1 ) om x - 2x cos + 1 


| 


| 


} ) 


n = 1 


n 


32 . 


மெய்யான இரு 
7. ஒரு ஒற்றை முழு எண் எனில் x + ! ஐ 


X + 


படிக் காரணிகளாரப் பிரிக்க . 


விடை . 


{ n -- 1 ) 2 

07 
K = 0 


2K - 1 
x2 - 2x COS T + 1 


} } 


( 
33. x + 1 = ( x + 1 ) { 
+1} 

{ 


{ 

+ 1 } { 


2 - 2xcos 


x2 -2x cos 


31 
7 


x2 - 2x cos 


51 

+ 1 
7 


என்று நிரூபித்து , cos 


7 


SK 


57 


5Y 
+ Cos 

7 


3 
7 


in 


= 


sin 


எனக் 


= 4 sin 

14 


COS 


14 


14 


காண்க . 


4 
34. x8 + 1 = am 

K = 1 


{ 


( 2K - 1 ) 
x2 - 2x cos 

* + ] 


+1 } 


என நிருபித்து : 


50 


sig 


sin 


30 
16 


.sin 


sin 


71 
16 


1 

எனக் காண்க , 
8/2 


. 
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16 


35 . 


பின் வருவனவற்றை நிறுவுக . 
5 

( 2n + 1 ) 
( 1 ) x12-1 = 

x2 - 2x cos 


{s 


12 


n = 0 


5 


6n + 1 
12 - 27 cos 

12 


( ii ) x12 - x +1 


ar 


{ 


T + 1 } 


36.x13 - 1 ஐக் காரணிப்படுத்தி அவைகளுள் எந்தக் காரணிகள் 
x + x + 1 க்கும் காரணிகள் எனக் கண்டுபிடிக்க. 
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5 


T 


( 


விடை 


Y12--1 


11 


ரா 


Y .- . 2x cos 


+1 } 


6 


n = 2 , 1 = 4 


( 1 + xn + ( 1 - x } n 

KR 
37 . = A Jா x2 

என்று நிரூபித்து 
2x 

k = 1 
11 ஒற்றை எண்ணாகில் , A = 1 ; p = } { 11--1 ) என்றும் n இரட்டை எண் 
ணாகில் A = n ; p = } { n - 2 ) என்றும் நிறுவுக . 


n - 1 


+ cof 2 Kr 


2 . 


38. ( 1 + x } r ( ! -x) = + lixm 

என்று நிரூ 
K = 1 

2 " | 
m - 1 

Kx 
பித்து இதிலிருந்து , ccsec2 = } { 4n - 3 ) என்று காண்க . 

21 

1 
19. ( i ) AA........ An என்னும் ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் 
சுற்று மையம் 0 , ஆரம் a . P என்னும் புள்ளி வட்டப் பரிதியில் 

no 
அமைத்தால் PA X PA , X PA3 ...... PAn = 2al sin ( POA1 = 9 ) 
என்று நிறுவுக . 

( குறிப்பு : $ 8 • 9 ல் x = a ] 

( II ) மேற்கூறிய ஒழுங்குப் பல்கோணத்தில் , P யிலிருந்து 
OAY , OA , ......... OA . க்கு வரையப்படும் குத்துக்கோடுகள் முறையே 
PP ) , PP ....-- , PP . எனில் , 

PP / XPP , x X PP . = 21 n . ar sin ne என்று நிறுவுக . 
( iii ) மேற்கூறிய பல்கோணத்தில் , 
A | A , XA , AX ......... X An - 1 An = 

= hn2. aln {n- 12 என்று 

நிறுவுக . 
40. P ] P ........ Pan + | என்னும் ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் 
சுற்று ஆரம் a . P என்னும் புள்ளி P Pan + 1 என்னும் வில்லின் நடு 
வில் அமைந்தால் , PP x PP ........ X PP . = ar என்று நிறுவுக . 


அத்தியாயம் VII 
திரிகோண விகித விரித்தல்களும் , 

வரம்புகளும் . 


71. தேமாவரின் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி sin ng , cos 16 , 
Tan me இவைகளின் விரித்தல்களைக் ( expansions ) கண்டுபிடிக்கலாம் . 

n ஒரு நேர் முழுவெண்ணாகில் , ( cos 6 + i sin o) r = cos ne + i sis 
ne . ...... ( j ) ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை ( Binomial Theorem ) பயன் 
படுத்தி , 

n { n - 1 ) 
( cose + isine )n = cosro + n cose le(isine ) + 


cost 28. ( isin o ) 2 + 

n ( n - 1 ) 
= cosre + ni cosnle sire + 

2 


cosn2e.i2 • sine + 


....IC 


= coso - 

m ( n - 1) cosm 2G sin e + ..... 


2 


+1 { 


* cosn - 10 + ine - 


n ( n - 1 )( r - 2 

1 • 2 • 3 


cosr so sin6 + ... * 


} 


(1 ) லிருந்து , மெய்யான பாகங்களைச் சமன்படுத்த , 

n ( n - 1 ) 
cos ne = cosne 

cosne• sinte + 
1.2 
n { n - 1 )( - 2 ) n - 3 ) 
+ 

cosr - 4e •sin * 8 -...... 
1.2.3.4 


வகை 1 . 1 ஒரு ஒற்றை எண்ணாகில் , 
cos ne = cosne - nC . cos 20 • sine + 

m + 1 
+ ( - 1) 12 • nCn - 1 • cose • sini 19 . உறுப்புக்கள் 


வகை II . n ஒரு இரட்டை எண்ணாகில் , 
cos ne = cose - nC , cos2 sio 9 + 


+ ( -- 1 )n / P . nC..sivre . 


( த +1 உறுப்புக்கள் ) 


160 


திரிகோண கணிதம் 


இம்மாதிரியே (i ) லிருந்து , கற்பனையான பாகங்களைச் சமன் 
படுத்த 
Sin1.6 = cosn 1G.sile 

n - 2n - 2 ) 

cost - se.sinse + ....... 

1.2-3 
வகை . 

n ஒரு ஒற்றை எண்ணாகில் , 
sin n = nC ) cosm 19 - nCs cosn 30 . sinse + ... 

n + 1 
+ - 1 ) 1/2 - nCn sing. 

உறுப்புக்கள் 
2 


) 


72 n ஒரு 


- 


வகை II . 

n ஒரு இரட்டை எண்ணாகில் , 
sin no = ncycos 10. sine - nesicose.sino + - 
+ { - 1}n/ 2 Incn I cos 9. sinn -9 . ( n / 2 உறுப்புக்கள் ) 

sin ne 
நர் முழுவெண்ணாகில் tan ne = 

COS A 
ncy.c sr 10 sine - nce . cost 3 sinte + 
2. sine + ..... 

... ( A ) 
cosng - ne , . cost 
தொகுதியையும் பகுதியையும் cos 9 ஆல் வகுக்க . 
tan na = ncy . larg - nes tan G + nes.a0 

( -... 
1 - nce . [ an + ncs rai9 ... 
7.3 . இப்பொழுது tar ( 91 + 99 ... + Gn ) ன் விரித்தலைக் 
காண்போம் . 

cos ( 91 + 9 + 03 ... Gn) + isin ( 01 + 0 + 08 + ... + Gn ) 
( cos81 + i sin en ) ( cos 82 + isin a , ) ( cos 98 + I sin as ) ... 

( cos ar + i sin or ) 
cose (1- i tave ).cosG:. ( 1 + itage , ) . coses ( 1 + i tana ) .... 

cos an ( 1 + itan en ) 
= cos 01. cos e , cos es.cos en ( 1 + i tan en ) ( 1 + i tan 6 ) 

( 1 + i tan 68 ) ... ( 1 + i tan er ) 
= cos 81. cos 6 ,. cos 88 ..... cos On . 

[ 1 + i ( z tan en ) 

+ i ( z tan el . tas es ) 
+ i ( z tan el . tan es . tan es ) 
+ 

+ in tan el . tan e .. tenes .... tan en ) 
cos 9 ) . cos 0 , . cos G. cos or [ 1 + is -S , -iss + ... ( i ) 
{ = z tan 0 ) ; $ , = z tan 81. tan 8 ,, ss > tan e , tans 
tan es ) ....என்று குறிக்க } . 
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... ( i ) லிருந்து மெய்யான பகுதிகளைச் சமன் சடுத்தினால் , 
cos 01 +0 , +08+ ... + er . 

= cos 0 | cos 0 ,. cos 63 ..... cos 9 " . [ 1 - S , +94 -... ) 
என்றும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால் , 

sin ( 01 + 0 , + 08 + - ) 

= cos 81 - cos 8 , cos 03 .... cos On [ s1 - S8 +35 ....) . என்றும் 
கிடைக்கும் . 
.. tan ( 81 + 0 , +63 + ... en ) 

sin ( 9 + 02 + 03 + ... + Gn 
cos ( 0 / + 8 + 69 + 

+ en 
cos C , cos e , cos 98 ... cos en [ s - S3 + S ; 
cos G A cos 6 , . cos 93 .... cos en [ 1 - S2 + 
S ] - s + . 5 

1- + 94 
7-4 . இயற்கணிதத்திலிருந்து நமக்கு 
it 
+ 

= e " எனத்தெரியும் . 


4 


nx 


இவ்வரம்பினைப் பயன்படுத்தி 


X 


1 


COS 


1 


என 


கீழ்க்கண்டவாறு நிருபிக் 


கலாம் . 


x 


COS 


X 
1- sin ? 

n 


n 


) 
MN 
(cos 5 ) " = (1- sin" - ) 

* " 
** . ( cox A )" - * (1- ஸ் + )" 

-4-( - + - ) " 

( * * 3 . an : - + ) 


n / 2 


.. 


n / 2 


( 83-12 ) 


It 


e 


- x / en ? .n / 2 

-x * / 2n 


It 


e 


11 
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= eo ( ஃ x என்பது ஒரு முடிவுள்ள 
கணியம் (finite quantity ) 

( i ) 


T 


மேலும் , $ 3 11 லிருந்து , 0 < 0 < -- எனில் ,, 


sin e < e < tang 


x 


sin 


x 

< tan 
n 


( r > o ) 


n 


X 


1 


என்பது 1 க்கும் 


x க்கும் இடையே உள்ளது 


X 


COS 


sin 


} 


X 


7 


n 


sin 


என்பது 1 க்கும் 


1க்கும் 


க்கும் இடையே 


COS 


* ) 


X 


உள்ளது 


11 


n 


sin 


என்பது 1 க்கும் 1 க்கும் இடையே உள்ளது. 


(- ) 
( 


{ ( i ) லிருந்து ) 


x 


n 


sin 


It 
அதாவது > w 


= 1 


( ii ) 


x 


7-5 . X என்பது ஒரு முடிவுள்ள ( ஆரையன் முறையில் அளக் 
கப்பட்ட ) கணியம எனல் , இப்பொழுது sin x ன் விரித்தலை ன் அடுக் 
குகள் மூலம் ஒரு ஒருங்குகின்ற ஒரு சீரான முடிவிலி தொடராகக் காண் 
போம் . 

$ 7-1லிருந்து 


sin no = mcism - 1o sinn - n(n - 1) n - 2 ) 


cost * 9 sine + ........ 


1.2.3 


X = 0 எனக் கொள் . 

அதாவது x = 19 ; இப்பொழுது n > w 
எனில் , 0 > 0 ஆகும் ; அப்பொழுது , 


n 


X 


sine 


( * -1) ( - 2 ) 


.. 


sin x = 


• cosr 10 


8 


8 


1.2.3 

cos 3G • sinee + ...... 


திரிகோண விகித --வரம்புகளும் 
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- 


x cos " 10 


( 19 ) - * cos" *8. 

(* ) 


8 


+ ......... 


-........ (1) 


$ 7-4லிருந்து , ( cos o ) r 1 > 1 ; ( cos o )ns + 1 ......... 

sin 

sin 
இம்மா திரியே , 

* 1 , -......... 
8 


+ 


ஆகையால் , 

x8 x5 x " 
sin x = x 

+ ......... மு.வ. 
3 ! 5 ! 7 ! 
7-6 . இப்பொழுது , cos x ன் விரித்தலை x ன் அடுக்குகள் மூலம் 
ஒரு ஒருங்குகின்ற ஒரு சீரான முடிவிலி தொடராகக் காண்போம் . 
5 7 1 லிருந்து , 

n ( n - 1 ) 
cos ne = cosne 

cosr 20 • sine + ...... 
1 - 2 


. 


X 


ல 


= 0 எனக்கொள் . அதாவது : = 19. இப்பொழுது n > 
எனில் , e > 0 ஆகும் . ஆகையால் , 


X 


9 


cys7 28 • sin e + ...... 


cos x = cosre 


( -1 ) 
- 00x9- * ce ; "> e ( 19 ) | 


1. 2 


8 


+ ........ 


x8 


cos x = 1 


+ 


+ 


2 ! 


4 ! 


--... மு.வ . 


( : ( 03 ) 1 


( 9 > 0 ) 

( cos 6 ) k > 1 ) 
குறிப்பு ( 1 ) : x என்பது ஆரையன் அளவில் தான் இருக்க 
வேண்டும் . 
குறிப்பு ( 2 ) : மேற்கண்ட இருதொடர்களில் , 

ஒன்றுவிட்ட 
உறுப்புக்களுக்குப் கூட்டல் குறியும் கழித்தல் குறியும் வரும் 

குறிப்பு ( 3 ) : - sin x ன் விரித்தலில் x ன் அடுக்குகள் ஒற்றை 
யாகவும் , cos x ன் விரித்தல் x ன் அடுக்குகள் இரட்டையாகவும் 
இருக்கும் . 
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77. x ன் 6 - வது , 7 - வது , 

முதலிய மேல் அடுக்குகள் 
தவிர்க்கத் தக்கவை எனில் tan x ன் விரித்தலைக் காண்போம் ( தோராய 
மாக ) 


sid x 


tan x = 

COS X 


x : 

+ 


31 


* 2 


5 ! 
x + 
4 / 


1 . 


+ 
2 ! 


= 


{* - * + 5 } {1- ( - )} 
{ - * + } {i + (** ) 

( 
- {*- * + id } { 1 + * - * ++ } 


XX 


+ 


24 


18 


x3 

+ 
6 


-6 


* 


II 


5x5 
24 


2 


x 
+ 

120 


12, 


X 


= x + 


+ 


2x5 
15 


3 


அதாவது , 

x 

2x5 
tania x + + 

3 15 
7.8 . இப்பொழுது : log அல்லது cos 8 இவைகளின் அடுக்கு 
களை ( powers ) என் மடங்குகளுடைய ( multiples ) சைன் , கொசைன் 
மூலம் காண்போம் . 

x = cos + i sia g எனில் , 


1 


= cosG - ising. 


X 


1 


1 


ஆகையால் , x + 


= 2 cose , x - 


= 2 isine . 


X 


x 


1 


மேலும் , + 


= 2 cos re ; xr 


2 i sin G. ( x ஒரு முழு 


x 


எண் ) எனவே , 


( 2 isin em 


thin eyn = ( -1 ) 


திசிசோண விகித ...... வரம்புகளும் 
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1 


xm - mC ) . xml 


* +mc2.x + + cs 


C 16. 


+ ....... 


வகை . m ஒரு ஒற்றை எண் . 
( A ) யிலிருந்து , 

m - 1 
20 . ( - 1 ) 2 isin me 


- ( --- ) - mC-(-- - .) .... 

-)" 
T = C = - ( - + ) 


2i { sin me - mC ) . sin ( m - 2 ) 9 
+ mC ,. sin ( m - 4 ) 8+ ... 


mC 
+ ( -1 ) 2 . m - 1 . sin 

2 
இருபக்கமும் 21 ஆல் வகுக்க , 

m - 1 
21. (1- ) 22 

sin my . = sin me -mC ) . sin ( m - 3 ) 
+ mC .. sin ( m - 4 ) 0- . 

m - 1 
+ ( -1 ) 2 . mCm - 1 sins . 

9 
வகை II . 1 ஒரு இரட்டை எண் . 

. 
( A ) யிலிருந்து , 


m 


25 . ( - 1 ) 2. sin re 

1 
x + 


... 


( -1 ) 2. m 


2 


= 2 { cosme - mC cos ( m - 2) 

+ mC ,. cos ( m - 49- 
+ .. ( - 1 ) m . maa/ } . 
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இருபக்கமும் 2 ஆல் வகுக்க . 
2m 1 ( -1)m / 2 . sinma = cos me - mCg . cos ( m - 2 ) 0 

+ mc ,. cos ( m - 4 ) 9 

+ 1. ( -1 ) m / e . mCm ! ) . 
7.9 . மேற்கூறியவாறு , இப்பொழுது cos என் அடுக்குகளை , என் 
மடங்குகளுடைய கொசைன் மூலம் காண்போம் . 

1 
முன்போல் , x + 2 cose 


1 


xr + 


2 cos 7G ( r ஒரு முழுவெண் ) 


1 


எனவே, ( 2 cos e) r = [ x + 


) 


X 


1 


1 


x ^ + nC : 


+ nc , xn2 . 


X 


r2 


1 


+ .... 


+ 


xn 


= ( x + 1 )+ c (x + 1 ) 


+ 


... ( A ) 


வகை 1. n ஒரு ஒற்றை எண் . 


( க ) விலிருந்து , (20s 9"-(x + = ) ++c=(= " + " ) 

+++ c, (x ++ + ) 
- (s+ + ) 


+ ...... + nC 

n - I 


= 2 { cos no + nc ] • cos ( n - 2 ) G + nC , cos 
in - 4 ) 8 + ... + nC 

cose } 


n - 1 . 


2 
இருபக்கமும் 2 ஆல் வகுக்க , 
201 • cosn = cos ne + nc ] • cos ( n - 20 + nc , cos ( n - 4 ) 6 


+ ... + nC cose . 

n - 1 . 
2 


வகை II . 


n ஒரு இரட்டை எண் . 
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( A )யிலிருந்து , ( 2 cos C ) = ( x + 


- )+ nc,( s- * ++ ) - 


- 


+ .. 


- 


+ ... + nCnie 
2 { cs ne + nC • cos ( n - 20 + ... 

+ nCn2 } 
இரு பக்கமும் 2 ஆல் வகுக்க , 
21.cosme = cos no + nC ) cos 1-2 ) 8 RC , cos{n- 4 ) 

+ + } • nCn| 
7 • 10 . மேற்கண்ட சூத்திரங்களிலிருந்து . m ஒற்றையாகில் 
sinmaன் கோவை என் மடங்குகளுடைய சைன்களிலும் , m இரட்டை 
யாகில் , Sinme ன் கோவை , என் மடங்குகளுடைய கொசைன்களிலும் 
தான் இருக்கும் எனப் புலனாகிற்று . 

குறிப்பு ( 2 ) : - m ஒற்றையாகிலும் , இரட்டையாகிலும் , cosmet 
கோவை என் மடங்குகளுடைய கொசைன் களில் தான் இருக்கும் . 

குறிப்பு ( 3 ) குறிப்புகள் : ( 1 ) , ( 2 ) லிருந்து , n எவ்வெண்ணா 
கிலும் , sinma cosr ன் கோவை , m ஒற்றையாகில் , இன் மடங் 

சைன்களிலும் , 1 இரட்டையாகில் , என் மடங்குகளுடைய 
கொசைன்களிலும் இருக்கும் . 


களுடைய 


மாதிரிக்கணக்குகள் 


7.11 . 


மாதிரி 1 . 


sin 69 

ன் மதிப்பை cos என் அடுக்குகளின் மூலம் 
sing 


காண்க . 


cos 60 + isin 60 = ( cose + isine) 

cosG + 6C . cos50 . ( is re ) 
+ 6C ,. cos * e (isine) + 6Cg . cosse { isine) * 
+ 6C ,. cose (isire ) 4 + 6C ;. cose . (isiac) * 
+ 6C . ( isire ) 
cose + 6ico 58. stre 
- 15 cos4esine - 20 icose. sinae 
+ 15cose. sin48 + 6isin cos50 

- sinse 
இருபக்கமும் ; கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 
sin 60 = 6cose.siro 20 cosa. sine + 6 crse . sinse 

+ 
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sin 60 

= 6 cos5 20 cos0. sin ° 6 + 6 cose . sin40 
sino 
6 cos0 - 20 cos30 ( 1 

20 cos30 ( 1 - cos e ) + 6 cose ( -cos C ) 2 
32 cose - 32 cos 9 + 6 cosg . 


1 


மாதிரி 2 . cos 80 ஐ Sing ன் அடுக்குகள் மூலம் காண்க . 

cos 88 = 2 sin49 . 
1- cos88 2 sin 49 . 

= 2. { ( 25in 20 cos 20 ) } 

8. sin2 20. cos : 20 
= 8. { ( 2 sine . coag ) } . { 1- 2siae } * . 


32 sin e cos 28. { 1 - - sin o + 4 sin a } 


= 32 sia 9 { 1 -- sin G ) { 1-4 sin 20 + 4 sin 40 } 
= 32 sia 20-160 sin 40 + 256 sin ° e 

-128 sin 9 . 
அதாவது cos 89 = 1-32sin * 9 + 160 sin * 8-256 sin a 

+128 sinea 


tan 


tan 


ian 


tan 


tan 


11 


11 


குறிப்பு : - மேற்கண்ட சமன்பாட்டை 87-1ஐப் பயன்படுத்தியும் 
பெறலாம் . 

21 31 41 கா 
மாதிரி 3 : 

V11 
11 

11 

11 
என நிறுவுக . 

t = tanGான்க. 
$ 7-2லிருந்து , 
tan 118 
11C ,. t - 11Cg . 1 * +110 ;. ( 5-11C ,. 1 + 11Cg . t - 11C . 111 
1-11C ,.1 + ( ICA . 11-11C . 1 + 11Cs.t - 11C10 . 110 

... ( A )) 
2m 3m 4m 

11m 
6 = 

[ 1 11 11 11 


준 


எனில் 


1 


tan 110 = tan T , tan 21 , tan 31 , tap 111 . 
( ஏனெனில் , tan na = 

0. ) 

2т за 11m 
எனவே , ( A ) யிலிருந்து , 6 = 

எனில் 
11 111 11 

11 
11C t - 11cg1 * + 11Cst" -11Ct + 11Cg - 11C ,111 = 0 . 

.......... ( B 
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T 


11 ) 


அதாவது , ( B ) என்னும் சமன்பாட்டிலிருந்து , t ன் மூலங்கள் முறையே 
21 3л 

11 * 
tan tan tan 

tan t = 0 ( = tan m ) என்பது 
11 - 11 11 

11 
( B ) ன் ஒரு மூலம் . 

21 37 

10m 
எனவே , tan tan tan 

tan 
11 

, ஆகியவை 

11 
110-11Cg t + 11C ; 14- 11C , 18 + 11Cgt * 11C11110 

= 0 
என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் . அல்லது , 

110+ 5518 + 33016 - 462014 + 16512 - 11 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் மூலங்கள் . 

21 ரோ 40 

51 
. tan X tan x tan x fan 

x tan X 
11 1 11 

11 
6n ரா 8 SK 

10 
X tan 

X tar X taa X top X tan 
11 11 11 11 

11 


m 


சி 


{ 


11 


} 
" } 


-11 


( C ) 


5ா 


6ா 
ஆனால் , 1an 


T 


--- 


= 


tan 


கா 
11 


- 


tan 


11 


11 


இம்மாதிரியே , 


71 
IdD 

11 


= 


== 


40 
can 

11 


tan 


E 


- 


3m 
tan 

11 


1 | 


91 
tan 

11 


2m 
tan 

11 


T 


100 
[ an 

tan 
11 

11 
ஆகையால் , ( C ) யிலிருந்து , 

27 

27 
( -1, tata x tana x tan ? 

11 

11 


3л 


41 
x tana 

11 


5m 
X tana 


- 11 


11 


5m 


* tanil 


+ / 11 


11 


m கா 

31 4m 
எனவே , tan x tan 

х3п 

x tan 
11 11 

11 
* Bா 3m4x5m 
ஆனால் , 

11 11 11 11 11 ஆகிய ஒவ்வொன்றும் 


குறுங்கோணம் , ( < 112 ) . ஆகையால் , ( an 

11 


tan 

11 


* 5 ) 
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11 


40 


2 


3л 47 

கா 
tad 

tan tap ஆகிய ஒவ்வொன்றுக்கும் கூட்டற்குறி 
11 

11 
தான் உண்டு . 
என வே , ( D ) பிலிருந்து , 
27 3 

47 5ா 
tap tan 

tan tan tan 

V11 . 
11 11 11 

11 
27 3 

51 
குறிப்பு : 

tan * ta 
11 11 1 

11 

11 
இவ் ஐந்தையும் மூலங்களாகக் கொண்ட சமன்பாடு : 

x5 - 55x4 + 330x8 - 4620x2 + 165x 11 = 0 . 

மாதிரி 4. cos G ஐ என் மடங்குகளுடைய கொசைனகள் 
மூலம் காண்க . 

1 
2n ) - x + 

எனில் 
. 


{ ana 


tana2 


tan2 


ஆகிய 


* 


2 cosra = xr + 


- 


( 2 cosoy =(x + +) 

= 1 + 7C --- 


+ 7C ... 


++ 7C..x - 1 


x ? 


+ 7C4 . x 


1 


+ 7C;. x | 


1 
+ 7C6.x. - 


1 
x 


x5 


x6 +707 


1 


= x7 + 7x , 


+ 21 , x " . 


+ 35. x4 . 
x2 


X 


* 
+ 21 , x " , ! + 21 * , ! + 1 = + + ! 
= 

3 

* 
+ $ 5 ( x + :) 


1 


1 


1 


x7 + 


+ 7 


x + 


+ 21 


x * + 


g 


X 


x 


. 


2 { cos 70 + 7. cos 59 + 21. cos 39 + 35 co - 9 } 
cose = 1 { cos 70 + 7 cos 58 +21 cos 38 + 35 cos 6 } 
மாதிரி 5. cose. sla 6 ஐ ன் மடங்குகளுடைய சைன்கள் 
மூலம் விவரி . 

cose.sine = cos 8 . ( cos e SID G ) 


திரிகோண விகித ...... வரம்புகளும் 


171 


1+cos 29 } { * } 


( 


11 


* ( 1 + cos 28 ) , { 


. ( 1 + cos 29 ).( sin * 20 ) 

3 sin 20 - sin RA 

4 


** } 


64 


62 


{ 3 sin 20 - 10 68 + 3.in 20 cos 20 

- sin 60 cos 28 } . 
7 { 3 sin 20 - sin 60+ ; sin 49 

- ( sin 80 + sin 40 ) } 
Tg, { 6 sin 29 - 2sit 49 -2 < j1160 - sin 80 } . 
குறிப்பு : - மேற்கண்ட சமன்பாட்டை , 
( 2 cosa) 5. ( 2i sin as 
1 5 3 

2 
x + 


2 


( * 


* 2 ) 


3 என்பதன் மூலமாகவும் நிறுவலாம் . 


மாதிரி 6. 8x - 6x + 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
27 41 

81 
COS cos 

COS என நிறுவுக . 
9 9 

9 
27 41 6ா 87 * 12m 117 16 * 181 
9 
9 9 91 9y 9 

9 9 


9 - 


9 


27 


21 
எனில் y = cos G + isin 6 விற்கு cos 

9 


+ i sin 


y 


47 


47 


COS 


+ i sin 


9 


9 


cos 27 + i sin 27 என்ற ஒன்பது. 
மதிப்புக்கள் உண்டு . இந்த ஒன்பது மதிப்புக்களும் 

2r 

219 
COS + i sin 

( r = 12, ..9 
9 

9 


9 


( 


= cos 2 + i sin ா 


- 1 என்னும் சாம்யத்தின் மூலங்களாகும் . 
ஆனால் y " -1 = ( y - 1 ) x ( ye + y + y + y + y * + y ty + y + 1 } 
y = 1 என்ற மதிப்பு e = ( = 21 ) க்கு ஒத்தது 


18 * 


9 
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ஃ y * + ! + y + y + y + y + y + y + 1 = 0 ( A ) என் சமன் 

2 . 
பாட்டின் மூலங்கள் Cus G + isin g , [ 0 = 1 , 2 .... 8 சக்கு இந்த 

9 


( 6 = 


எட்டு மதிப்புக்களிருக்கும் பொழுது 

v = cos G + i sins . 


1 


= cos e - i sins . 


y 


1 


y + 


= 2cose . 


y 


- 2 


= 4 cos G - 2 ; 


.. ( ii ) 


• + 1 = { + 1) 
+ .- (x+ + ) -3 (y + ; ) 
* + ;.- ( ++ ) 


= 8 cos : 9-6 cos e ; 


( iii ) 


- 2 


= 16 cos 9 + 4- 16 cos8-2 
= 16 cos19-16 cose + 2 

.... ( iv ) 
( A ) ஐ y " ஆல் வகுக்க . 

1 
y + - 

y 

+ 1 = 
ஆகையால் , ( i ) ( ii ) . ( ! i ) , (i ) லிருந்து , 
16 cose - 16 cos 9 + 2 + Scos * 0-6 cos 0 + 4 cos 9-2 + 2 

cos G + 1 = 0 . 
அதாவது , 16 cos * G + 8 cos9-12 cos0-4 cos G + 1 = 0 . 

B 
21 

6ா 87 100 126 14 * 
விற்து 
g 

9 9 

9 9 9 
16ா 

27 
என்ற எட்டு மதிப்புக்கள் இருந்த போதிலும் , cos G விற்கு cos - 
4m 67 81 
9 

என்ற நான்கு மதிப்புக்கள் தான் உண்டு . 
9 
16ா 

பா 
( ஏனெனில் , cos 

= cos 21/9 , .... ) 
9 

9 


47 


COS 


COS 


cos 


9 


= cos 


( 2 


27 


173 
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வரம்புகளும் 


би 
மேலும் cos - - 


= cos 3 


20 

= cos 120 ° = 


COS 


ஆகையால் , ( B ) ஐ ( 2 cos 9 + 1 ) ஆல் வகுக்க 
8 cos : 9-6 cos e + 1 = 0 என்று கிடைக்கும் , 

21 47 8 
எனவே , இந்த சமன்பாட்டிற்கு crs 

9 
மூன்றும் தான் மூலங்கள் . அதாவது , 

8x3 - 6x + 1 = 0 ன் மூன்று 
20 10 8ா 
மூலங்கள் cos 9 cosg cos9 


9.co ) ஆகிய இம் 


Cos- - - 


T 


tana 


- 


T 


-- 


27 3m 

40 
மாதிரி 7 tani tana 

tan 

என்ப 
9 9 9 

9 
வைகளை மூலங்களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் கண்டு 

2ா 3л 

47 
பிடித்து tan + tan4 

+ tan4 + tan4 

1014 
9 9 9 

9 
2m 30 

41 
என்றும் , see4 

+ see4 + See4 + see4 

1120 
9 9 9 

9 
என்றும் நிறுவுக . 

மாதிரி 3 ல் விளக்கியது போல் , 
9C - 9C .. + 9C , + -9C , + 9Ci = 0 ( 4 ) என்ற சமன்பா - 

2rs 
டிற்கு உள்ள எட்டு மூலகங்களாவன : t = tan 

( r = 12, ... 8 
9 | 


증 


tan 


21 
g 


( 2tan- ; ) 


tan ; 


ஆனால் , tan 16 

9 


} 


47 
- tan 

9 


இப்மாதிரியே , tan 14 


9 


121 


6ா 
9 ) 


tan 


-tal 


. 


80 


100 
tan = -tan 

9 


9 


ஆகையால் , ( A ) ல் x = 1 எனக் கொண்டால் , 
x - 367 : + 126x2 - 84x - 9 = 0 ( B ) ன் நான்கு மூலங்கள் , 

21 3т 

45 
tune tan 

tan ? 

tan ? 
9 9 9 

9 


* 


9 


ஆகையால் , ( B )யிலிருந்து , 

20 
tane + tan ? + tana 

9 


m 


3т 

+ tana 
9 


40 
9 


= 36 . -...( 1) 
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27ா 


21 tan 


tana 


126 ....... ( li ) 


991 


9 


( 1 ) (li ) லிருந்து , 


T 


T 


5 tan4 


{ stan ; } 


24 1ane 


27 
9 


tane 


9 


9 


= 1296-252 


= 1044 


T 
seel 

9 


= ( 1 

( 1 + tan ; ) 
< { ( 1+ lan ; ) * } 


E see 


|| 


4 + 2z tan 


T 
+ tanº. 

9 


9 


4 + 72 + 1044 
= 1120. . 


T 


குறிப்பு : y = cos ? 


cos 2 


cos 2 


3л 
9 


cos2? 


41 
9 ) 


y 


1 


என்ற நான்கு மதிப்புக்களை எடுத்துக்கொண்டால் y = 


அதாவது 


1 + x 


1 


1 


அதாவது : x = 


1 என ( B ல் பொருத்த 256y * 


V 


y 


T 


20 


- 448y : + 240y - 40y + 1 = 0 ன் மூன்று மூலங்கள் cos 


cos2 


9 


Sm 


cos2 


4T 
cos ? எனப் புலப்படுகிறது . 

9 


-- 


9 


7.12 . $ 7.5 , 876 லிருந்து . 

92 91 
cose + ising 

+ 
-- 41 


( 1 


டி.வ. 


98 


( 


9 


95 
5 ! 


3 ! 


மு.வ. 


வ . ) 


மூவ . 


1792 / i * G + 
= 1+ + 

+ 
! 

4 ! 
iG* * 0 * 
+ iG + + 

3 ! 5 ! 


மு.வ. 


( .. -1 = i ) 


t io) , ( ie ) * , ( ie ) , ic ) * 
= 1 + i6 + 

+ 
2 ! 

+ 
31 

5 ! 


+ 


+ ... 


4 ! 


மு.வ. 
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( li ) 


C( 


* 


ie 
= C 

..... (1 ) 
( இயற் கணிதத்திலிருத்து 
இம்மா திரியே , 

ie 
cose - 1 sing என நிருபிக்கலாம் . 

ig ie 
2 cos 9 

+ 

ia -ie 
2i sin a 

ig -10 
எனவே , cos 

2 

( Esponential Value of cos ) 

- 9 
sing 

Sing ன் அடுக்குக் குறி மதிப்பு 
2 


( 


1 


( cos பின் அடுக்குக் குறி மதிப்பு4 ) 


C 


4 


7.13 . பின்வரும் மாதிரிக் கணக்குகளில் , 9 சிறிய தெனில் , sin g , 
cos என் தோராய மதிப்புக்களை எடுத்துக்கொள்கிறோம் . 
மாதிரி 1. ஒரு 
ஒரு வட்டவில்லின் 

நாணின் நீளம் a , அதே 
வட்ட வில்லின் மூன்றில் இரு பாகத்தின் நாணின் நீளம் b , 
மூன்றில் ஒரு பாகத்தின் நாணின் 

நீளம் C எனில் , அந்த 

91 , + I5C 
வில்லின் நீளம் தோராயமாக 

10 

என நிறுவுக . 
வட்ட ஆரம் 

வட்டவில் , கவட்ட மையத்தில் தாங்கும் 
கோணம் 

6 9 என்றும் கொள் . வட்டவில் , பரிதியில் தாங்கும் 
கோணம் = 39 . 

இம் மாதிரியே , வில்லின் மூன்றில் இரு பாகம் பரிதியில் தாங்கும் 
கோணம் 29 ; வில்லின் மூன்றில் ஒரு பாகம் பரிதியில் தாங்கும் 
கோணம் 

9 . 

2r sin 30 
a = 2r sin 20 

2r sing. 
a - 95 + 450 21( sin 39-- 9 sin 29 + 45 sin Gi 
எனவே , 
10 

10 

276 * 2436 21879 
38 + 

+ 
5 

6 120 5040 


ஆரையால் , 


} 
-- } 


7 


9 


{ 


-- 


803 3265 

+ 
8 120 


1280 " 
5048 


(29 


+ 


8 . 


+45 


- 


+ 


85 
120 


07 

+ 
5040 


6 
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+309 . 


21607 
1008 


* ... 


- 


( 09 , 9 ன் குண 


5 


கங்கள் பூச்சியம் ) 


216 


6re 


-... (1 ) 


50100 + 


G என்பது சிறியதாகில் , 0 , 00 , 0 * .... முதலிய அடுக்கு மதிப் 
புக்கள் குறைந்துகொண்டே வரும் . 

ஆனால் வில் வட்ட மையத்தில் 60 ஐத் தாங்குவதால் , அதன் 
நீளம் = 6rg 

a - 96 - 450 
ஆகையால் , வில்லின் நீளத்திற்கும் , 

ன் மதிப்புக்கும் . 

10 
216 
உள்ள வித்தியாசம் ... அதாவது 

5040 
2160 " 

( 0 , 011 - முதலியவை தவிர்க்கத் 
* 040 

தக்கவை ) 

a - 95 + 45c 
ஆசையால் , வில்லின் நீளம் 

10 

a - 96 + 450 
குறிப்பு : - வில்லின் நீளத்தை 

என்று எடுத்துக் கொள் 


10 


216 
வதினால் ஏற்படும் பிழையின் முக்கிய மதிப்பு 5040 

re . 
மாதிரி 2. h உயரமுள்ள ஒரு வட்டத்துண்டு , C நீளமுள்ள 
நாணின் மீது அமைந்தால் அவ்வில்லின் நீளத்திற்கும் நாணின் 

8h2 
நீளத்திற்கும் உள்ள வித்தியாசம் , தோராயமாக , என நிறுவுக - 


Зе 


( * சிறியது 

) 


DD 


ADB என்னும் வட்டத் துண்டின் உயரம் 
= CD = h ( படம் 37 ) 

C என்பது AB ன் மையப் புள்ளி . ஆகை 
யால் , DC , AB க்குக் குத்துக்கோடு. மேலும் , 
DC வட்ட மையம் . 0 வழியே சென்று வட் 
டத்தை மீண்டும் E ல் வெட்டுகிறது . 


படம் -37 


வட்ட ஆரம் OA = a என்றும் , COA 
என்றும் கொள் . 
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...... ( 1 ) 


இப்பொழுது , h = CD = OD - OC 

= a - a cos 

2a sing/ 2 . 
அதாவது sine/ 2 H / 2a . 
ஆனால் , வட்ட பண்பிலிருந்து , 

AC CB = DC - CE 

C2 
அதாவது , 

= h . ( 2a- ) 

4 
ஆகையால் , 

2a - h = C2/ 4h . 

C2 h 
அல்லது , 

a 

+ 

3 


8h 


+ 
( 1 + } 


4h 


( 2 
8h 


C2 
3h 


( தோராயமாக) 


........( 1) 


( -- சிறியது . 

ஃ " தவிர்க்கத் தக்கது ) 


2 


e 


11 


{ i } , ( ii) லிருந்து , sin " 


2a 


4 
= n . 

C2 

12 
= 4 . 

C2 


2 승 


- 


எனவே , 


ஆகையால் , sin 


== 
2 


0 

h 
sin 

2 . 

2 C 
h 

8 
சிறியதாகையால் , 2 

ம் சிறிய தாக இருக்கவேண்டும் . 
e 8 

e 21 
அதாவது , 
2 2 

C 
4h 
8 

CC 
வட்டவில்லின் நீளம் = a.29 
வட்டத்துண்டின் நாண் 

AB = C = 2a sing . 
இவ்விரண்டிற்கும் உள்ள வித்தியாசம் 
13 


........ (lil) 


எனவே , 
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= 200-2a sin a 

e * 
= 2a 8-8 + 

6 


{ 


* } 


} ( தோராயமாக ) 


a08 


3 


4 


64h8 


|| 


( ( iii ) லிருந்து ) 


3 


C8 


= 


Cº 64h 

( ( ii ) லிருந்து ) 
8h 3C 
8h 

3C 
sive 

2165 
மாதிரி 3 . 

எனில் , என் தோராய மதிப்பு 
8 

2166 
3 ° 1 என நிறுவுக . 

sing 

2165 
e 2166 


ஃ 


Sine 

e 
9 +0. ( மிகவும் சிறியது ) 

8 . 
sine = 0 

+ ...... 
31 


ஆனால் 


= 8 


8 
6 


8. e , ...... 


தவிர்க்கத்தக்க 


கவை 


) 


( G 
-) . " 


2165 
266 


ஆகையால் 


88 
6 


( 8 


= 11 


83 
8 


அதாவது , 


69 
6 


1 


2165 
2166 


ப 


2166 


ஆகையால் , 


69 


1 
361 


அல்லது , 


6 


1 
19 


( ஆரையன் அளவில் ) 


ஆனால் 


1C = 57 ° 18 
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பின் மதிப்பு 


5 ( 57 18 

16 ) 


= 3 ° 1 ( தோராயமாக ) 
7.14 என் அடுக்குகளை ஒன்றையும் தவிர்க்காமல் ( 9 சிறியது 
அல்ல , sing. cos " G ஐ என் அடுக்குகள் மூலம் ( ஏறுவரிசை ) முடிவிலி 
வரை உள்ள விரித்தலைக் காணலாம் . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 
sing cos என் விரித்தலை ஏன் அடுக்குகள் மூலம் காண்க . 

( 1 - cos 20) 
sin e cos 0 = 

2 


COS 


( cos I - cos G . cos 20 ) 
* { cos 0- ) ( cos 9 + cos 38 ) } 

{ . | cos ) - 1 cos 39 } 
- - . ( cos I - ces 3 8 ) 
8 

n.en 

+ ( - 1 ) 
2 ! 

+ 
( 2n ! 


......... ( i ) 


ஆனால் , cos 0 = 1 


மு.வ. 


இம்மாதிரியே , 


cos 36 = 1 


(30 ) * (30.1 
21 

4 ! 


+ 


...-- + ( -1) (30) 


. 


( 2n ) ! 


மு.வ. 


ஆகையால் , ( i ) லிருந்து , 


!... 


sio 9 . cos O 


Σ 


( -1) 
4 . ( 2n ) ! 


* ( 1-311 ) 8 * 


| 


m = 0 


= 


sing} 


7:15 . இப்பொழுது sin x . cos x , c " . c . lo !. ( 1 + x ) , los . 
( 1 - x ) இவைகளின் விரித்தல்களைப் பயன்படுத்தி , சில வரம்புகளைக் 
காண்போம் . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

lt g ( a + 5 cosa ) -C sin 
மாதிரி 1 . e > 0 85 

1 எனில் , 
4. 5 c ன் மதிப்புக்களைக் காண்க . 

பகுதியில் 8 இருப்பதால் , tin g , cos 9 ஆகிய இவற்றின் விரித் 
தல்களை வேரை எடுத்துக்கொண்டால் போதும் ( ஏனெனில் , G + 0 ). 
எனவே , 8 பூச்சியத்தை அணுகுமானால் , 

9 , 6 ) 
0 + b cose ) - Csing = 
= a G + 50 

2 . 24 


* {Ge + 


} 
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03 

+ 


85 
120 


6 


{ 6 

} ( தோராயமா 
= ( a + b - c } 6 - ( - ) ; 

+ ( * * ) " 
SIDe } 


ஆகையால் 

it Fe( a + b cos 6 ) -c sine 
9-0 

95 
அதாவது , a + b - C 


= 1 எனில் , 


= 0 ; 


..... ( i ) 


C 


b 


( ii ) 


C 


b 
24 


1 

..... ( iii ) 
120 
( 1 ) , ( ii ) , ( iii ) லிருந்து , a = 120 ; b 60 ; 180 எனக் கிடைக்கும் . 

It 
மாதிரி 2 . Ad sin p - Bsind ) 

B >ddcos B - Bcos dj 
tan { -tand } எனக் காண்க . 

B = + x எனக் கொண்டால் , B. ஐ அணுகும்பொழுது , 
பூச்சியத்தை அணுகும் . 

It ( sin B - Bsin d ) 
. Bodd cos B - B cos dj 
lt d sin ( d + x ) _ ( d + x ) 

sind 
x + 0 Tu cos ( d + x ) - ( d + x ) cosdy 
it a (sin d cos x + cord sin x ) - ( d + x ) sin an 
> 013 

( cos d cosX - Sind sin x ) - ( U + x ) cos x 
x ( sin d - dcos ) ? 

du ) 


} 


x > 


sin cosa 
COS d + d sind 


tap dad 
I + indd 
[ spod - tan 1 tand 
1 + tan c tan tan " d 
= tan ( a - tand) 


திரிகேகாண விகித ... வரம்புகளும் 


131 


1 . 
மாதிரி 3 . 

x + 0 

cosec * x { x { cx --1 --2 ( 1 - cos x ) -3 ( x - sin x ) } 
= என நிறுவுக . 

1 
x பூச்சியத்தை அணுகும் பொழுது , cosec * x , 


X 4 ஐ அணுகம் . 


இப்பொழுது , x{ c - 1 ) -2 ( 1 - cos x) -3( x - sin x ) 

** x x + 
+ + + 
1 2 6 24 


X 


( 1 


1+ 


--1 ) 


- 1 ( 1-1 + - + - ) 
-- ( - + - 1* +... ) 
= x +x + + 
- * - * + * 

- * 


6 


-3x 

2 
+ 3x 
( 3.து. ) = 1x * ( தோராயகா 

t 
** 0 cosec * x { x ( e - 1 ) - 2 ( l - c s x } -3x - sinx ) 

lt 1x 
x + 0 


= 1 . 

அப்பியாசம் 7 
1. sin 7x ஐ sin x ன் அடுக்குகள் மூலம் விரிக்க . 

( விடை : 7sin x- 56sia * x + 112 six - 64 sin x } 
1+ cos 70 
2 . 

= ( x - x -2x + 1 ) என நிறுவுக ( x = 2 cose ) 
1+ case 

sin re 
3 . 

ஐ Cosg ன் அடுக்குகளின் மூலம் விவரிக்க . 
sire 

( விடை : 64 cos 6 - 80 cuse + 24 cos0 - 1 ) 

1 
4 , tant எனில் tan 70 ன் மதிப்பைக் காண்க . 
2 

29 
218 


( வி . 


விடை : 


182 
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> 


| 


= 


5. tan 20 = A tan ( 8 + d ) என் திலிருந்து 91.93 , 88 
என்னும் மூன்று தீர்வுகள் குக் தக் கிடைத்தால் , 61 + 0 , + 03 + d 
= ான் ஒரு மடங்கு என நிறுவும் . 

2x 

( x + K ) 
x என்பது ta !: 0 ஐக் குறித்தால் 

( K = taDal ) 

1 - x2 1 - Kx 
Ar + Kx ( A - 2 ) + x ( 2 - A ) - AK = 0 என்னும் சமன் 
பாட்டிற்கு tanei ( ; ), ting , { 1 , ) ; { anas ( 19 ) என்னும் மூன்று 

2 - A 
மூலங்கள் உண்டு . ஆகையால் 1 , 1 , t = K 

X 

A ) 
1119 + 1.19 +13 !! = 

A 

111,13 = K. 
ஃ . S 

1308 / + targ : + tanes + tand . 
2K 

2K 
K + K 
1 

A 
S. targ .. tanas . tarld + tapel . tares . tard . 
+ { IDG : - ta : 0.29 tard + teral . 18 : 6 ,. tanes . 

27 
tanc . 

+ K 
A 
2 

+ K 
A 
2K 
A 

S - SS 
. tale + 0 + 03 + d ) 

= 0 . 

1 S. + S4 
. 81 +6, +93 + d = ான் மடங்கு . 
6. sin ° 9 ஐ என் மடங்குகளின் கொசைன்கள் மூலம் விரிக்க . 

1 
விடை : ( - cos 69 + 6 cos 49 - 15 cos 20 + 10 ) 

32 


= K 


] 


7. sia 0 ஐ என் மடங்குகளின் சைன் மூலம் விரிக்க . 

1 
விடை : 

( - sin re + 7sin 50-21 sin 30 + 35 sine ) 

23 
8. 128 sinse = cos 80 - 8 cos60 + 28 cos 40 - 56 cos 28 
+ 35 என நிறுவுக . 

64 ( cose + sinc) = cs 86 +28 cos 40 + 35 எனக் காண்க . 
10. sin 6 • cose = | { 5 sin G + sin 39-3 sin 58 + sin 7G } 
என நிறுவுக . 


9 . 
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திரிகோண விகித - - வரம்புகளும் 


11. cos * e • sin * 8 = 1 3 cos e - 3 cos 30 - cos 56 + cos 7G } 
எனக் காண்க . 
12 . cos G • sin 8 ஐ என் மடங்குகளின் கொசைன் மூலம் விரிக்க . 

விடை : ( 5 cose - cos 30 - 3 cos 50 - cos 70 ) ] 
13 , cosee in 0 = -20 ( sic 110 + 5 sin 90 + Tsia Te - 5 sin 
50-22 sin 30--14 sin e } என நிறுவுக . 

27 

3 
14. cos ? 

Gos * 

என்பவை , 64x - 80x " + 24x - 1 
= 0 ன் மூலங்கள் என நிறுவுக . 

T 
15. 838 - 4x - 4x + 1 = 8 [ x -- cos 

T 


Cas " 


7 


? 


Ax +1=3( 


3 
-TOS 

7 


COS 


ஈ ) . 


எனக் காண்க. 


16 . 


27 47 6ா 
COS COS COS 

7 


இம் மூன்றும் 8x + 4x - 4x - 1 = 0 ன் 


T 


மேலும் sin 


27 
7 


மூலங்கள் 

எனக் 

காண்பி . 


+ sin 


+ si 


7 


B ள 
7 


7 

என நிறுவுக . 
4 


SO 


Fm 
17. -ill 5x ஐ S ன் அடுக்குகளின் மூலம் விரித்து sin Sin 

10 10 
9w சி 175 
sia sin 

என்பவை ஐந்தும் 16x5 - 20x * + 5x --1 = 0 ன் 
10 10 ) 

10 
மூலங்கள் எனக் காண்க . 
கீழ்க்கண்டவற்றை நிருவுக . ( 18--21 ) 
37 5m 

சு 
18. cos + cos 

+ cos +08 
11 11 

11 11 


9 


+ cos 11 


19. tal1 


27ா 

3m 
+ tan ? 
13 

+ tan2 


40 

+ tan 
13 


5m 
13 


+ tan 


18 + tipa 


6ா 

= 78 . 
13 


20 


20. cosec 


+ { o : ec 


37 
13 


+ ... 


+ colec 


13 + cisec4 


13 


6ா 
13 


336 . 


21. tan 


* 50 

tan 
16 16 


gm 130 
fan 

tan = 1 . 
16 16 
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T p 


22 . 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்கு பல் கோணத்தின் சுற்றளவுக்கும் 

p 
அதன் சுற்று வட்டத்தின் பரிதிக்கும் உள்ள வித்தியாசம் 

612 
( தோராயமாக ) என நிறுவுக , ( p பல்கோணத்தின் சுற்றளவு ) 

23 2000 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்கு பல்கோணத்தின் சுற்று 
வட்ட ஆரம் 1 மைல் எனில் , அப்பல் கோணத்தின் பரப்புக்கும் , சுற்று 
வட்டத்தின் பரப்புக்கும் உள்ள வித்தியாசம் = 16 ச . கெஜம் 

24. ஒரு வட்ட வில்லின் நீளம் a அதனுடைய நாண் = A ; 
அந்த வில்லின் அரை பாகத்தினுடைய நாணின் நீளம் = H எனில் , 
8H- A 

என்று எடுத்துக்கொள்வதினால் ஏற்படும் பிழை என்ன ? 


3 


as 


விடை : 


76307. ( r = வட்ட ஆரம் ) 


25. கொடுக்கப்பட்ட ஒரு வட்ட வில்லின் நாணின் நீளம் ( பாதி 
வில்லின் நாணின் நீளம் , காற்பகுதி வில்லின் நாணின் நீளம் 

a - 406 + 256c 
எனில் , அவ்வில்லின் நீளம் தோராயமாக 

என்று நிறுவுக 

45 
26. ஒரே வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகவும் . உள் வட்டமாகவும் 
கொண்ட இரு பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல்கோணங்களின் பக்கங் 
களின் நீளங்கள் முறையே , 1 , m எனில் வட்டப் பரிதி தோராயமாக 
* ( 21 + m) என்று நிறுவுக . A ) , A , என்பவை இவ்விரு பல்கோணங் 
களின் பரப்பைக் குறித்தால் , வட்டத்தின் பரப்பு தோராயமாக 

A1 + 2A 

3 
என்று காண்க. 

27. கொடுக்கப்பட்ட ஒரு கில்லின் நாணின் நீளம் / அவ்வில்லின் 
மூன்றில் இரு பகுதியினுடைய நாணின் நீளம் 2 

அவ்வில்லின் 
மூன்றில் ஒரு பகுதியினுடைய நாணின் நீளம் 1 எனில் அவ்வில்லின் 
நீளம் தோராயமாக ( 1-9m + 45n ) என்று நிறுவுக . 

e 
28. 0 சிறிய தாகில் , அதனை 8 sin 

- sine ) என்று மாற்றி 


- Sind 


8) 


8 . 
னால் உண்டாகும் பிழை . 80 ( தோராயமாக ) என்று நிறுவு . 

x 
29 . x சிறிய தாகில் sin ( x + d ) = sin d + x cos d 

sio do 

2 ! 
x 

x8 
என்றும் cos ( U + x ) = cos d - x sit d cos d + sis d என் 
றும் நிறுவுக . 


* 


Ö 


185 


திரிகோணவி 

த 


.வரப்புகளும் 


30. ( sin x + cos 2x ) ஐ x ன் அடுக்குகள் மூலம் விரித்து xான் 
குணகத்தை எழுதுக . 

விடை : n இரட்டை எண்ணாகில் 
{ - 1 ) { 7+ 2 ) | 2 

( 2n - 4r ) ; 
2 !! 
n ஒற்றை எண்ணா கில் 
( -1) n- 1/2 

( n - 1 ) 
n ! 


-| 


11 ) 


-) 


- 


1 


31. கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக , 
1 

1 

1 
( 1 ) tan 0 = 

15எனில் ஆரையன் அளவில் 6 = 

15 3 
( தோராயமா ? 


53 


( il ) 


sise 

e 


4997 

எனில் 8 = 3 ° 26 
5000 


(ii) 


sia e 

e 


5015 

எனில் - 158 
5046 


( iv ) 


lt 1 - cos x 
x + 0 

Xx 


( v ) 


it sin 2x - 2 six 
x + 0 

x8 


-1 


( vI ) 


+2 


lt cos 1 - cos ( co * x ) 
x > 0 

- sin 1 . 
It 2x + 2x + cos 2x - 2 siz x - 1 
x > 0 

x® 


( vil ) 


( vill ) 


( ix ) 


it 2 sir x - sip 2x 

1 
x > 0 x log ( 1 + x ) 
it 
> 0 sin x 1 - cos x } 
sin x 

-ia x 
lt e 

ee 

- 2 tamil 
x + 0 

tan x - x 


X 


( 
x 
) 


= -2 . 


= 1 


tan x 
it ( sin x ) 
( xi ) 

x >ா / 2 
( குறிப்பு : x = * / 2 - y என்க . 

lt 
( xii ) 

( see x - tan x ) = 0 . 
x + 1 / 2 
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it tall 2x + 2 sin x 
x + 0 


3 . 


18 


lt 


1 


< xiv ) 


x > 03 


{ -1 + log ( 1 - x ) = 


} 


4 


( xv ) 


{ xvi ) 


= C 


[ xvii ) 


It { iog ( l - 2x ) + ex - 1 } cesec * x = -4 
x + 0 

- a / 252 
It ax ) 
x = 0 
it 1- sis 9 

1 
> / 2 (cos 0 - 2 cos 36) 
it n sin a -- sia ne 

0 
e > 0 0 { cos G - sin no 
it a -- 8 sin e - b co } S O 

1 

எனில் , a = 2 ; b = 2 . 
G + 0 

12 


34 


{ xviii ) 


[ xix ) 


04 


{( xx ) It 5ine - G cos 6 + pee 

| எனில் , p = -1 . 
9--0 

85 
32 . x சிறிய தாகவு , 

x4 மற்றும் x ன் உயர்ந்த அடுக்குகள் 

ex + sinsx 

1 + x 
3 ( ii ) ex + log ( 1 - x ) + 2 cos X - 32 2 x என்று 
நிறுவுக . 


1 - x 


தவிர்க்கத்தக் கவையாகவும் இருப்பின் ( 1 ) / 


8 


x 


அத்தியாயம் VIII 


அதிபரவளைச் சார்புகள் 


8.1 . 


ex 


e 


x எந்த எண்ணாகிலும் 


என்பதை அதிபரவளை சைன் 


2 


ex 


e - x 


-e- x 
2 


2 


( Hyperbollc rice ) என்றும் ----- 

என்பதை 

அதிபரவளைக் 
கொசைன் ( Hyperbolic cosine ) என்றும் வரையறுக்கப்படுகின்றன . 
ex . 

ex - e - K 
சேலும் ஐ sin hx என்றும் , 

என்றும் நாம் குறியிட்டு 
விளக்குகின்றோம் . 

சைன் , கொசைன் இவைகளிலிருந்து கொசிக்கன் ( Cesecaut ) , 
சீக்கன் ( Secant , டாஞ்சன் ( tangent ) , கொடாஞ்சன் ( Cotangen ) 
முதலியவற்றை அடைவதுபோல் , அதிபரவளை சைன் , அதிபரவளைக் 
கொசைன் ஆகியவற்றிலிருந்து அதிபரவளை கொசீக்கள் , அதிபரவளை 
டாஞ்சன் . அதிபரவளை கொடாஞ்சன் முதலியவற்றை அடைகிறோம் . 


Snx 


உதாரணமாக , tan x = என்று கூறுவது போல் 

COS X 

s ! nhx 
tag hx 

என்று கூறுகிறோம் . 


c . shx 


1 


எனவே , 


cosee hx 


Silhx 


see hx 


1 
aus hx 


sin hx 
tap hx = 

ces hx 


cos hx 
cot hx = 

sin hx 

என்று நமக்குக் கிடைக்கிறது . 


குறிப்பு : - sin hx 


ex -e- x 

2 


ஆகையால் 


sin hO = 0 என்றும் 

ex | 
cos hx = 

ஆகையால் 


e - x 


cos ho = 1 என்றும் நன்கு புலனாகின்றது . 
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குறிப்பு ( 2 ) :-- 

Cos hxodi 

பெறுமானம் ( flumerical value ) 
sin hx ன் பெறுமானத்தைவிடப் பெரியது . 

ex + ex e : x + e 

ex + e + } 
coshºx 
2 4 

4 


2x + 2 


4x 


* } 


2x 


( -3 


sin hex = 


e2x + e - 2x - 2 

4 


e2x - e 

4 


III 


- 1 ) 


2 


8.2 . இயற்கணிதத்திலிருந்து . 

x2 
ex = 1 + x + + + + 

2 ! < ! 4 ! 


.8 


x 


x5 
3 ! 


+ ...என்றும் 


5 


Y 


ex = 1 - x + 


= 


x2 
21 


x8 
3 ! 


+ 


x4 
4 ! 


+ ....என்றும் நாம் அறி 


51 


வோம் . 


எனவே , ex - ex = 2 


x 
3 ! 


5 ! 


அதாவது , sia hx = x + 

3 ! 

+ 


{ + } 

* 
e + E+ -2 { 1+ + + + - ) 

} 


+ 


( மு.வ. ( A ) 


( B ); 


} 


x2 

x4 
அதாவது , cos hx = 1 + 

+ ... 

? ! 4 ! 
முன்பு நாம் (87.5 876 ) 

88 85 
sir 0 = 0 

3 ! ் ! 

என் பம் 


02 


cos 0 = 1 


2 / + 


4 ! 


என்றும் பார்த்துள்ளோம் . 


இங்கு , 6 = ix என் பிரதியிட்டால் , 
sin ix = ix - 

( ix } _ {ix 
3 ! 

என்றும் 
5 ! 


- 


ixj2 


( ix 4 


cos ix = 1 


+ 


என்றும் கிடைக்கிறது . 


2 ! 


4 ! 


18 


அதாவது , sin ix = i 


x + 


+ 5 ! 


+ 


} 


... - ( C ) 


x 


X 


cosix = 1 + 


+ ... 


! 


..... D ) 


( i = -1 , i * = -i ; i, = ) 


{ A ) , ( B ) , ( C ) , ( D ) யிலிருந்து 
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( 1 ) 


--- 


කු 


+ 


sin ix = i sin hx என்றும் 

cos ix =cos hx என்றும் புலனாகும் . 
( A ) , ( B ) யில் x = ig எனப் பிரதிவிட்டால் , 
sin hie = ie + 

( i0 ) ( i0 ) 
31 

+ ... என்றும் 

5 ! 

( i0 ) , (i0 ) * 
cos hig = 1 + 

+ ... என்றும் கிடைக்கும் . 
4 ! 
08 

es 
அதாவது , sin hie = i 

8 

+ 
3 ! 5 ! 


2 ! 


| } 


02 84 
Cos hig = 1 

+ 
21 

4 ! 
அல்லது , sin hid = i sis e , 

( 3 ) 
cos hia = cos 9 என்று கிடைக்கிறது . 

. ( 4 ) 
8.3 . அதிபரவளைச் 

சார்புகளின் வரைவிலக்கணத்திலிருந்து , 
அவைகளிடையே உள்ள தொடர்புகளை நிறுவ முடியும் . உதாரணமாக , 
cos h2x - Sinh2x = 

ex + ex 

ex - ex 
2 

2 
= + { { ex + ex) " - ( ex -e x ) " } 

.4ex - - ex 
= 1 . 


3 


{ " 
* + e / 


ex 


- 


cos h x + sin lex 


+ 


* 


2 


} { { ex + ex) + ( ex - ex)" } 
= ! { 2 ( ex + e " 2x ) } 


x + e 2x 


= 


2 


= cos h 2x . 


ஆனால் , அதிபரவளைச் சார்புகளிடையே உள்ள தொடர்புகளை 
சைன் , கொசைன் ஆகியவற்றிகு இடையே உள்ள தொடர்புகளின் 
மூலம் நிறுவுவது சாத்தியமே . 

2.தாரணமாக , 
cos G + sin e = 1 என்று நமக்குத் தெரிந்ததே 

8 = i x என பிரதியிட . 
cose i x + sinix = 1 அதாவது , 

( cos h x ) + ( isio hx ) . " = 1. ( $ 8-2 , ( 1 ) . ( 2 ) ) . அதாவது , 
cos h2x - sin hex = 1 
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cos 29 cos20 - sin 0 = 2 cos 0 - 1 = 1 2 sin 8 . 
என்று அறி வாம் . 8 . = i x என பிரதியிட்டாள் . 

cos 2 i x = cosix - sir ix = 2cos ix - 1 = 1- 2 sin ix , 
அதாவது , 

cos h 2x = ( cos h x ) - ( i sir h x) = 2 { ccs h x ) -1 = 1 -- h 
(isin hx ) " அல்லது , 

cos h 2x = cos h2x + sin hex = 2 cosh x - 1 = 1+ 2 sin ix. 
எனவே , திரிகோண விகித சூத்திரங்களிலிருந்து , அவைகளுக்கொத்த 
அதிபரவளைச் சூத்திரங்களை மேற்கூறிய வழியில் நாம் மிகவும் சுலப 
மாகப் பெறலாம் . இத்தகைய முறைக்கு ஓசு போன் விதி ( Onbornes 
rule ) எனப் பெயர் . 

குறிப்பு : cos G + an G | = 1 என்று நாம் அறிவோம் . 
ஆகை 

கையால் ( cos 9 , sin O ) என்ற புள்ளி x + y = 1 என்ற வட்டத் 
தில் அமையும் . எனவே , cos 0 , sin 0 ஆகியவற்றை வட்டச்சார்புகள் 
என நாம் கூறுகிறோம் . அதுபோலவே , ( a cos he, bsini e ) என்ற 
x2 y " 

என் 
be 
g D அதிபரவளை வில் 

அமைகின்றது . 
ஏனெனில் Cush 6 - sir : h : 9 1. ஆகவே , நாம் cos he.sin0 
ஆகியவற்றை அதிபரவளைச்சார்புகள் என்று கூறுகின் றோம் . 

8.4 . அதிபரவளைச் சார்புகளின் கால வட்டங்கள் ( Periods ) : 
88.2 . = 

( 1 ) லிருந்து , sin i x = i sin hx என்று நாமறிவோம் . 
எனவே , sin hx = 

il 


புள்ளி 


1 


sin i x 


1 


|| 


sin ( 2nr + ix ) 


i 


[ n முழுவெண் 


1 


sin i ( x- 2nri ) 


i 


+ sin h ( x_2xmi ) 


|| 


sish x - 2nmi } 

. . ( 1 } 
மேலும் cos | x = cos hx ஆகையால் 
cos hx = cos ( 2nx + x ) 

[ n முழுவெண் ] 
= cos i (x- 2nmi) 
= cos h (x- 2nri ) 

...-- ( I ) 
( 1 ) , (11 ) லிருந்து , n எம்மதிப்பாயினும் clah ( x - 2nai ன் 
மதிப்பும் , cos h ( x- 2ான் மதிப்பும் முறையே sin h x , cos 


cos 3 
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x இலிருந்து மாருதவை என்று விளங்குகிறது . எனவே , sin hx . 
Los h x என்ற இரு அதிபரவளைச்சார்புகளும் காலவட்ட ஒழுங்கு 
டையவை ( periodic ) என்று கூறுகிறோம் . 
அவைகளின் காலவட்ட மதிப்பு 2mi 

sin n x 
மேலும் , tanh x 


COS X 


== 


1 sin it 
i cos i x 


1 


| 


{ all ix 


i 


== 


tap ( n7 + 1 x ) 


( n முழுவெண் 


i 


1 


|| 


tan i ( x -- nmi ) 


+ 


tani ( x -- nmi ) 


= tau h ( x - hmi ) 
1. எம்மதிப்பாயினும் tan h { x - kri ) ன் மதிப்பு tan h x இலிருந்து 
மாறாததால் , மேற்கூறியதுபோல் , tap hx என்ற என்ற அதிபரவளைச் 
சார்பும் காலவட்ட ஒழுங்குடையது . ஆனால் இதன் காலவட்ட மதிப்பு 
Ti ஆகும் . 

8-5 . நேர்மாறு அதிபரவளைச்சார்பு ( Inverse byperbolic function ) 
x என்பது என் அதிபரவளைச் சைன் ஆகில் 9 என்பது மின் நேர்மாறு 
அதிபரவளை சைன் என வறையறுக்கப்படுகிறது . 
அதாவது , 

x = sinh G எனில் 

0 = sinh - x . 
இம்மாதிரியே , x = cosh G எனில் , 8 = cos hx என 
யறுக்கப்படுகின்றது . 

sinkix , cos 11x , tan h 1x , coth 1x ன் மதிப்புக்களை , மடக்கைச் 
சார்புகள் ( logarithmic fanctions ) மூலம் நாம் இப்பொழுது விவரிப் 
போம் . 
( 1 ) sin holx = 9 எனில் , x 

= 

sio ho 


வனர 


29 


e 


அல்லது , 


2x = 


20 - - 


( 
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26 _ 2xe9 -1 = 0 . 


அல்லது 


8 
2 


ஆகையால் , 


2n = V4x2 + 4 

2 


a 
e 


= n + / 1 + x2. 
9 > 0 ஆகையால் 

= x + v1 + x " ( : v1 + x > x ) 
e அடிக்கு இருபக்கமும் மடக்கை எடுப்பின் ( logarithm to the 
base e ) 

0 = 1oge ( x + v1 + x ) என்று 

கிடைக்கும் 
எனவே , 

sinhl = loge ( x + 1 + x ) 
( ii ) cos h 1x = 0 எனில் 

X = cos he 


--- 


- 


e 
e te 


2 


2x = e 


+ e 


எனவே , 
அல்லது , 


28_2xe9 + 1 = 0 . 


ஆகையால் , 


e 


e 


2x + V4x * - 4 

2 


= x + Vx2 - 1 


e 
e 


எனவே 


e = 


Vx - 1 < x ஆகையால் " இருமதிப்புக்களையும் பெறும் . 

= x + Vx - 1 அல்லது 
9 

1 

x + Vx - 1 
இருபக்கமும் e அடிக்கு மடக்கை எடுப்பின் 

6 = log ( x + Vx* - 1 ) அல்லது 

1 
0 = log 

x + Vx2 - 1 

- log ( x + Vx - 1 ) என்ற 
இரும திப்புக்கள் கிடைக்கின்றன . 
இவைகளில் தேர் குறியுள்ள மதிப்பை எடுப்பதுதான் வழக்கம் . 
எனவே , 

cos Am = log ( x + Vx - 1 ) 


= 
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( iii ) tan h 1x = 0 எனில் , x = tan he 

sin he 
cos ha 


e 
e 


G 


- 


e 


அல்லது , 


8 
e te 


- 


2 


220 
ஆகையால் , 

1 

20G 

26. 

= e 
8 அடிக்கு இரு பக்கமும் மடக்கை எடுப்பின் 

x + 
log 

= 20 என்று கிடைக்கும் . 
1 


எனவே , G = tan h1x 


log 


( 1 + x ) 

1 


( IV ) cof h lx = 0 எனில் , x = cof he 


cos he 


sin ho 


-e 


அல்லது , 


8 
e + e 

8 
ee | 


1 


x + 1 


ஆகையால் : 


2e2 

8 
2e 


x - 1 


28 


20 = log 


இரு பக்கமும் 8 ஆடிக்கு மடக்கை எடுப்பின் 

x + 1 

என் கிடைக்கும் . 

x - 1 
எனவே , 0 = cof hlx = 1 log 

x + 1 
x - 11 


8.6 . 


மாதிரி 1 . 


மாதிரிக் கணக்குகள் 

3tan hx + tan hex 
tan h 3x = 

என நிறுவுக . 
1 + 3 tan hex 
3tane - tanie 

( $ 1-1 , சூத்திரம் 12 ) 
1-3 tane 


tan 30 


13 
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g in எனப் பிரதியிட . 

3 tan ix - tanix 
tan 3ix 

1-3 tanix 
$ 8.25 g , tas ix = i can hx 

3 ( i tan hx ) - ( i tan ha ) 
i tan h3x = 

1-3 ( i tan hx ) ? 
3i tan hx + i tan hºx 
1 + 3 tao na x 

( ; = -i, i2 = -1) 
3 tan hx + tan hex 
tan h3x 

1+ 3 tan hºx 


மாதிரி . 2 . 


u = log tan 


{ 


7 

+ 


3} 


6T 60f10 458 500TL 


வற்றை நிறுவுக . 


( 1 ) tan b 


tanha 


= tan 

2 


( 11 ) cos hu = sec X 
( ili ) sin hu 

= tan x . 


x 


u = log tao 


+ 


sol 


} 


{ * 
-- + * } 


x 


1 + tan 


2 


... fi ) 


1 - tan 


x 
2 


2 


2 tan 
eu - 1 
eu ... 1 

2 
eu12 - e - 012 

x 

= tan 
eui2 te - ul 2 2 


அல்லது , 


darasi, 


tan 


u 

X 
= tan 
2 

2 


( $ 8.1 ) 


u 


X 


tao hº 


= tapº 


she has sind 


Sjonas 


X 


oosh % 


cos 


2 
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X 


cosha + sin ha 
2 

2 


cos 


tsin 


2 


2 


U 


u 


X 


x 


cos ha - sin ? 
2 

2 


cosa 


-sinº 


2 


cos hu 


1 


( 8.3 ) 


அதாவது , 


1 


COS X 


( i) லிருந்து , 


u 


tant ;? 


1 + tanx12 
eu 
: 

tanxi 

1 - tanx12 
eu = 

1+ tanxi2 

1+ tan * 12 1 -- tan * 12 
eue 
1 

1 + tanx } 2 
( 1 + tanx / ) - ( 1 - tant / % ) * 

1 - taa x14 
4 tanx 3 
1- tan2x12 
2 canx : 2 

= tan x 
1 - tan - x12 
sin hu = tab x . 


eu 
لام 


el orgu , 


2 


X 


மாதிரி . 3 . 


tan hºix 


in h : 


என நிறுவுக .. 
V1-8 


tënx= i lor 


1 + x 
1 - X 


( $ 8.5 ) 


( 1 + r) 
1 x 


= 


log 


1 + x 
V : xº 


log 


{ vi 

v }} 
log { vi 

{ 
va 


11 


+ 


Vi + 


V1 - x 


:) "} 


X 


= sia h 1 


($ 8.5 ) . 


V1 -- ** 


குறிப்பு : anklx = 0 எனக்கொண்டால் ,, 
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= sis fl ( sin he ) = 0 . 


x = tan he . sin 


( 5 ) 


. 


...... ( i ) 


. 


மாதிரி 4. cosl[ u + iv } = d + is எனில் cos d , cos A B 
ஆகிய இரண்டும் x - x( 1 + u * + v ) + u = 0 என்ற சமன் பாட்டின் 
மூலங்கள் என நிறுவக . 
cos 1( u + iv ) = + is . 
u + iv = cos ( d + iB ) 

= cos d cos iB - sin disin is 

= cosd.cos hß -- i sin d . sio hß ( 5 8.2 ) 
மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன் 
படுத்த . u = cos cos hB 

y = -sin d.sinhs .. 
u + v * = cos d.cos hB + sind.sin hs . 
= cos " d.cosh B + ( ! - cosedl ( cos h * B - 1 ) 

( 8. 8.3 ) 
cos d.cos h B + cos h B - 1 - cos Jcos h2 B 

+ cos 
= cosd + cos h ? B -1 . 
1 + v + = cosid + cos 28 . 

.....( II ) 
( i ) லிருந்து u " = cos d.cos I B . 

( lil ) 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு : x - x ( 1 + u + y ) + x * = 0 
அதாவது , x - x (cosd + cosh B) + cosed . 

cos : k B = 0 [ ( 11 ) ; ( lii } லிருந்து ) 
cose ,, cos h s கொடுக்கப்பட்ட 

சமன்பாடு , 
x - x ( 1 + u * + v ) + u * = 0 ன் மூலங்களாகும் . 
மாதிரி 5. cos( x + iy } = r ( cos + isin al ) எனில் , 

sin ( x - d ) 
y = 1 log 

என நிறுவுக . 

sin (and ) 
cos ( x + iy ) = r ( cos d + ir sia d ) 
அதாவது , cos X • cos iy - slox sin iy = r cos d + ir sin d 
அல்லது , cos x cos hy - isin xxin hy = r cos + ir sind . 

மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன் 
படுத்த , 

cos x cos hy = r cos d 
- sin x • sin hy = / sind . 


எனவே 
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sin x • sin hy - sin d 
cos x • cos hy COS o 

sin hy - sin ol cos x 
எனவே 

cos hy cos d sin x 
ey - ey 

- sis dl • cos x 
அதாவது , 

exter cos closin x 
2 ey 

cos d ! • sin x - sin d • cos x 
2 ey cos x sin x + sia d cos x 

sin ( x - d ) 

sin ( x + ol ) 
இருபக்கமும் e அடிக்கு மடக்கை எடுப்பின் , 

sin ( x - d ) 
2y = loge 

sin { x + d ) 

sin ( x - d ) 
.. y = } log 

sin ( x + ) 


அதாவது , e y = 


1 மாதிரி 6 , sin ( x + iy ) = r ( cost + ishnol ) எனில் , 272 = cos h 
2y - cos 2x என்றும் tan x • tan d = tsa hy என்றும் நிறுவுக . 

sin { x + iy ) = r ( cos d + i sin cu ) 

sin x • cos iy + cos x • sin iy = r cos d + ir sin d . 
அதாவது , sia x . coshy + icos x . sia hy = r cosd + irsind . 

இருபக்கமும் , மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதி 
களையும் சமன்படுத்த . 
sin x . coshy = r cost 

( i ) 
cos x . slahy = rsitd 

...... ( 11 ) 
( i ) , ( ii ) ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட . 
r " cos cu . + y sin ! = sin x . coshy + cos x . sinh y 

1 Cos2x 

1 + ces hay 
அதாவது , r2 
2 

1 


!! 


+ crs hay 
+ {1 } { 2} -1 } 


அல்லது , 

( $ 8-3 ) 
4r " = ( 1- cos 2x ) ( 1 + cos h2y ) + ( 1+ cos2x ) ( cc s h2y - 1 ) 

1 + cos h2y - cos 2x - cos 2x . cos h2y 

1+ cos h2y -- cos 2x cos 2x . cos h2p 
: 2 cos hay - 2 cos 2x 


- 
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= 


2r " = cosh2y - cos 2x 
( li ) ஐ ( i ) ஆல் வகுக்க , 
r sind 

CO8 X. sin hy 
rcosd sinx . cos by 
அதாவது , tanol . tan x = tanhy. 

மாதிரி 7 . tan ( x + iy ) ன் மெய்யான பகுதியையும் , கற்பனை 
யான பகுதியையும் பிரிக்க . 
tan ( x + iy ) = u + iv எனக் கொள் . 

sin ( x + iy ) 
ஆகையால் , u + iy 

cos ( x + iy ) 
2 sin ( x + iy ) . cos ( x - iy ) 
2 cos ( x + iy) . cos ( x - iy ) 
sin 2x + sin ( 2 iy ) 
cos 2x + cos 2iy 
sin 2x + isin h2y 

cos 2x + cos. hay 
ஆகையால் , இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான 
பகுதிகளையும் சமன்படுத்த , 

sin 2x 
cos 2x + cos hay 
{ tan ( x + iy ) ன் மெய்யான பகுதி } 

sin | 2y 
cos 2x + cos h2y 

{ tar { x + iy ) ன் கற்பனையான பகுதி } 
மாதிரி. 8 . ( x + iy = C tay ( d + iB ) எனில் , கீழ்வருவன 
வற்றை நிறுவுக . ( 1 ) x + y + 2cx cof 2 + -c = 0 . 

( 1 ) x + y_2cy cot h2y + c = 0 . 

x + iy = c tan { d + iB ) 
: 

tan ( d + is ) = x + iy 


C 


ஆகையால் , 


x - iy 


tan ( d - iB ) 


C 


[ i என்பதை- i என்று மாற்ற 
இப்பொழுது , 

tan 2d = ten { + iB ) + ( d - iB ) } 
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tan ( d + iB ) + tan ( d - iB ) 
1 - tan ( d + iB ) .tan ( d - iB ) 
x + iy x - iy 

+ 


x + iy 


1 


")( ") 


C 


2x 


2 


2 

x + y 
1 
C 

( : i " = - 1 ) 
2cx 
அதாவது , tand = 2 - x2 -y 

...... ( 1 ) 
அல்லது , 

c2 - x -- = 2cx cot 2 . 
எனவே . x +7 + 2cx cot 2 - c = 0 . 
மேலும் , tan2iB = tan { ( d + iB ) - ( x - iB ) } 

tan ( d + iß ) -tand -- iß ) 
1 + tan ( d + iB ).tan ( d - is ) 
x + iy 

( x - iy ) 


C 


X-+ iy 


1+ 


C 


+ ( :) ( 1 ) 
+ - ) 


2iy 


2 ciy 


அதாவது , tan 2is 


c + x + y * 


2 cy 


அல்லது , tan h2 s = + x + y ? 

( tan ix = i tan Ax ) 

... (ii ) 
ஆகையால் , c + x +7 = 2cy cot h 28 . 
எனவே , x + 1-2cy cof h 2B + c = 0 . 

குறிப்பு : -c = 1 எனில் x + iy ) = d + is ) என்றாகும் . 
எனவே , tan " ( x + iy ) = d + ip 

2x 
+ i . tanh1 

1 + x + y 
( ( i ) , ( j } ) லிருந்து ) 


29 


= | tan | -x - y 
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2 


= an1 


2 } 


= tanº1 


(1 


0 


2 


* 1 


1 


{ 


= tan 


) 


2x 
அதாவது , tan 1 ( x + iy ) ன் மெய்யான பகுதி , tan 

1 - x - y 

2p 
tan1 ( x + iy ) ன் கற்பனையான பகுதி } tan ht 

1 + x + " 
மாதிரி 9. tani ( x + iy) = a + ib எனில் a , b ஐ x , y மூலம் 
காண்க . 

tan 1 ( x + iy ) = a + ib 

tan 1 ( x - iy ) = a - ib 
ஃ . 2a = ( a + ib ) + { a - ib) = tan 1 ( x + iy ) + tan ( x - iy ) 
| _ ( x + iy ) + ( x - iy ) ) 

2x 

( i ) 
1- ( x + in ) ( x - iy ) 
இம்மா திரியே 2ib = ( a + ib ) - {a - ib ) = tan 1 ( x + iy ) -tan ( x - in ) 
( x + iy ) - ( x - ix ) 

2iy 
= tan ) 1+ ( x + iy)( x - iy ) 

1 + x " + 
2iy 
1 + x + y " 

= tar ( 2ib ) = i tat h 2b 

21 
( ie ) tan h 2b = 

1 + x + y 
( 1 ) , ( ii ) லிருந்து (ar 1.x + ir) இன் மெய்யான பாகம் 

2x 
= I ten 

என்றும் கற்பனையான பாகம் 
1 -x , 
x -y 

21 

என்றும் கிடைக்கிறது 

+ x " + 
மாதிரி 10 . laa hd + iB ) ன் மெய்யான பகுதியையும் , 
கற்பனையான பகுதியையும் பிரிக்க . 

sin : ( d + iß ! 1 sis id + iB ) 
taahid + iB ) 

[ $ 8-2 , { 11 , { 2 ) ] 
cos h ( d + iB ) i cos is + iB ) 

1 sin { di - B : _ 1 2tin fai - B ) cos ( di + B ) 
i ccs {di - B i 2 CUS (di - 3 ) cos { d i + B ) 
1 sin ( asi ) -rin ( 2B ) I ( isinh2axi" in2B ) 
i cos2di} + c: is 23 ) " cos h 2d + cos 23 

[ .. i = -1) 
sinh2d + isin 23 
cos 2B + cos h 2d 

sinh2d 
எனவே , tanhd + 1B ) இன் மெய்யான பகுத் 

cos2B + cos2d 


= 


( ) 
b= T ( +2 ) என் . 


* 


{ 


} 


| 


ပဗ [ ပေး 


] 
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sin 23 


கற்பனையான பகுதி - 


தி = ( 


cos 2B + tos / 2a 


குறிப்பு : - மாதிரி 7 ஐயும் , மாதிரி 10 ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க . 

மாதிரி 11. sin hx ன் மதிப்பை ன் மடங்குகளைக் கொண்ட 
அதிபரவளை சைன்கள் மூலம் காண்க . 


X 


என்று நாம் வரையிலக்கணத்தில் கண்டுள் 


sin hx = e -e 

2 
ளோம் . 


X 
e e 


எனவே , sin hx = 


2 


6 * 


-2x 


-- 


* { "- 14 : +7 

-Tcs xx-Tcsx4x 
-Te " . ** . 5 * , leg.ex.e- 6x 

Yae%e - " } 
> {( -1) -11- C ) 

+ 21e* -c8+)- 35{e" - "}} 
- 2 , 

+21 2 sin th 3x - 35 2 sinix } 
{( sin hTxxTsla i5x - 21 sitha 


= 


2sial 7x - 7-2 sin h5x 


1 
2 . 


-35 Si : hx 


* } 


- . ( 17 உறுப் 


மாதிரி 12. sin hx + sinhi + sinsh x + 
புக்கள் ) என்ற தொடரின் மதிப்பைக் காண்க . 

cas h2x - 1 
sin x = 

( 583 ) 
2 


ccs h 4x - 1 
இம்மாதிரியே , 122x = 

2 

cos h 6x - 1 
sin hº3x = 

2 


. 
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STAT , Sn = sin hº x + sip h22x + sin h 3x + ..... 

neguyssa 
cos h2x -- 1 cos h4x - 1 

cos h Or- į 
2 

+ 
2 

2 


( 1 உறுப்புக்கள் ) 
} { cos b 2x + cosh 4x + cosh On + .. Ney0y } - 


n 


.. 


SE + 


1: 


2 
cos i2x + cos i4x + cos i6x + 7 PLDùnsas } 

( $ 8.2 , ( ) 

n . (2ix ) 
2ix + 

2ix sin 
2 

2 


cos ( 


2ix 
sin 

2 


- 


cos i(n + 1 ) x . sin i ( nx ) 

sin ix 
cos ( n + 1 ) x.sin inx 

sin hx 
cos ( n + 1) x . sin xnx 
S = 1 

sin hx 


2 


மாதிரி 13 . 


It tan x sin hx - sin 2x 
X > 0 

ஐ கண்டுபிடிக்க . 


3 


X 


x மிகவும் சிறியதாகையால் ( ad x = x + 


x8 

2x 
+ 
3 15 


.. 


tan x + sin hx - sid 2x 

Xх8 2x 
x + + 

+ 
3 

15 


xo 


x® 
3 ! 


+ 


51 


} 
-- } 


{ 2x 


8x8 
3 ! 


32x " 
+ 

5 ! 


1 


1 


x ( 1 + 1-2 ) + ** 


( 


+ 


+ 


:- )+xo 


2 1 

+ 
15 120 


32 
120 


3 


6 


+ 


= * ( ) + ** (- + )+ 


t .. 


11x 


... 


It tan x + sin hx - sin 2x 
** 0 

x® 


10 1 
X + 0 x 8 


{ 139 


+ 


} 
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It 


11 


+ 


{ 


x 0 


- } 


6 


11 


14 


6 


அப்பியாசம் 8 
1 

கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக . 
( 1 ) sin h20 = 2 slo ho.cos ho . 
( 2 ) sia h30 = 3 sin ho + 4 sin h’e 
( 3 ) cos h30 = 4 cos hº @ + 3 cos ho 

2 + tan ho 
( 4 ) sin h20 = 

1 - tan ho 

1 + tan hºe 
( 5 ) cos 20 

1-tan 26 

1 + tan ho 
( 6 ) sin h 20 + cos h 26 

1 - tan ho 
cos 138 

sin h 30 
( 7 ) 

+ 

= 4 cos h26 
cos no 

sio ho 
cos h2A - 1 sio 120 
( 8 ) 

= tan ho 
sio h2o COS 12A +1 
( 9 ) 2sin h ( x + y ) . siu h ( x , y ) = cos 2x - cos h2y . 
( 10 ) 2sio hnx.cos hx + : ic h ( n + 1) x + sin nin - 1 ) x 
( 11 ) ( cos hx + sin hx ) cos hy + s10 hy ) = cos h ( x + y ). 

sin h ( x + y ) 
ian hx + tan hy 
( 12 ) tanh ( x + y ) = 

1 + tan X. en hy 

2 tarha 
( 13 ) 120 120 

1 + tann 

tan hx - iad hy 
( 14 ) tash ( x - 5 ) = 

tap hx . tar hy 
( 15 ) cosh ( d + B ) + r ) + coshd + cos h ß + cos hr 

Bts 
= scos l 

cosh 

rid +- B 
2 2 

2 
2 . tani A = add . taphß ; $ 20B cotd . tanhß எனில் , 
tan ( A + B ) = sinh 28. cos£ e 24 67 8 9 194a. 
3. cochx 

coshx = seed safe , sinhx tasd Trig , ianhx = sind 
என்றும் நிறுவுக . 


2 


- 
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sin by 


cos2x 


4. sin ( x + iy) = conC + isine எனில் , cosx = sinhey என 
நிறுவுக . 
5. sin ( x + iy ) = P ( cosd + isind ) எனில் P2 

P = } ( cosh2y - 
cos 2x ) என்றும் tanx . tand tanhy என்றும் நிறுவுக 
6. sin ( x + iy ) = A + iB எனில் , 
A2 B2 

A2 

B2 
+ = 1 என்றும் , 

என்றும் 
cosh y 

Sinny 
நிறுவுக . 

7. sin ( x + iy ) tand + i seed எனில் , cos 2x . coshy 3 
எனக் காண்க . 

8. sin ( x + iy ) = + + IV எனில் sins , coah ஆகிய 
இரண்டும் 92 - 9 (1+ ) = m = 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 
என நிறுவுக . 

9. sin ( 0 +19 ) = cosd + isin எனில் , cos = + sind நிறுவுக . 

10. sin ( u + i B ) x + y எனில் 2 cosec - 2 sec d 
= 1 என்றும் x see h B + y : cosec h B = 1 என்றும் நிறுவுக . 

11 . cos ( x + iy ) d + i3 எனில் , (1+ ) + p = ( cos hy 
+ cosx ) ? என்றும் ( 1 du ) + ( cos hy - cos x ) என்றும் 
நிறுவுக . ( x , , d , B மெய்யானவை ) 

12 . cos ( x + in ) = cos + ging எனில் , cos 2x + cosh 2y 2 
நிறுவுக . 

13. cos ( A + i B ) cosa + isled எனில் , sin2A = + sindl 
என நிறுவுக . 

* 
14 . tan ( 0 + 19 ) = cora + isiva எனில் , 0 = 
+ 

2 
என்றும் , log tan 

+ 3 

என்றும் காண்க . 


2 


TN 


4 


T 


( 


* ) 


4 


15. tan ( + ip ) ( x + iy ) எனில் , cot hy sin i20 = cot x . 
sin 20 என நிறுவுக . 

16 . cos ( + iB ) .cosi ( x + iy ) = 1 எனில் , tan d.tan B = tan 
hx . tan hy என நிறுவுக . ( d , B ,. மெய்யானவை ) 

17. கீழ்வருவனவற்றின் மெய்யான பகுதிகளையும் கற்பனையான 
பகுதிகளையும் பிரித்தெழுதுக , 

( i ) alp hd + iB ) 

( விடை : sin h cos B + icos hd sin B ] 
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(ii ) cos h ( d + iB ) 

( விடை : cos hdoos B + i sinhd sin B ] 
( 111 ) cot hd + iB ) 


1 


விடை : 


cos h 2d - cos B 


( sin h2d + isin 2d ] ] 


( iv ) ses hd + iB ) 


( வி . 


விடை : 2 ( cos husor B - isiah sin B ) . 


. 


tan h1 


cos = 2x + os 2B 
V ) cosec h ( d + IB ) 
( விடை : 2 ( sinh d cos B - icos hdein B ! 

( cos k2d - co . 2B ) ] 
( vi ) cot ( d + iB ) 

( விடை : ( sin 2d - i sinh2B ) + ( cos h2B - cos 2d ) ) 
{ vil ) cot 1 ( U + tB ) 

24 
விடை : } tan 

! d + B7-1 

2B 
d + B2 +1 

2 + 
( viil ) tansh ( 2 - Sis ) . 

( விடை : ( sia h4d - isin 6 / B ) / ( co86B + cos h4al ) ] 
( ix ) sin 1 ( cose + isine) 

( விடை : cos ( Vsire; + islativsin a ] 
( a ) cos 1 ( cos e + isine ) 

( விடை : sin ( vsia a ) -1 sin h (vsin f ] ] 
18. tan ( d + iB ) = i எனில் , தோப்பெறாத எண் ( Indeterminate ) 
என்றும் , B முடிவிலி என்றும் நிறுவுக . ( d , B மெய்யானவை ) 

19. கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக . 


1 


( 1 ) coshse = 


cost 50 + 5 cosh 39 + 10 cos he 


} 


16 


1 


(li ) couhe 


cosh 60 + 6 corh 49 + 5 cosh 28 


32 
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+ 10 


( iii ) coshe 


1 
27 


cosh 80 + cosh 60 + 28 cosh 46 


( vi ) sinh5x 


1 
24 


5 * nh 3x + 10 sinh x 


1 


( v ) sinh®x = 


v 


cos h6x 


6 cos h4x + 15 cosb 


32 


-10 } 
{ 

56 cosh 20 + 36 } 
{ sin 5x 

} 
{ cos 

- 10 } 
{ sinh 7x – 7 sich 5x + 21 sin h 3x 

35 sin nx 

hx } 
{ c 

35 } 


2x 


1 


( v1 ) sinn ? 


1 . 


( vii ) sinh8 x = 


27 


cosh 8x 


8 cosh 6x + 28 cos h 4x 


56 cos h 2x + 35 


( viii ) cos 50 = 16 cosh 50 --- cos + sinho 
( ix ) sinh 50 = 16 sin ho + 20 sinh + 5 glano 
size 6x 

= 3 % cosh 6 x 32 cosh x + 6 coshx 
sin hx 


( x ) 


( x1 ) 


sin ) 6x 
coshx 


32 sinh5x + 33 sinho x + 6 sin hx 


( xii ) 


sinn 7x 

= 64 sinho x + 112 sinn - x + 5ô sio hº x + 7 
sieux 


sin my 


20. கீழ்வருவனவற்றைக் கூட்ட : 
( i ) sin hx + sinh ( x + y ) + sin h (x + 2y ) + ... ( n உறுப்புக்கள் ) 

-1 
sinh X + 
2 

2 
விடை : 

sin hot 
( ii) cos hx + cos h ( x + p ) + cos h ( x + 29 ) + ...... (ne piùyá teit ) 
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cos h ( x + 


((x + " ; ">) sini 


விடை : 


y 
sinh 

2 


( iii ) cosh x + cos h ( x + y ) + cos h " ( x + 2y ) + -- ( n உறுப்புக்கள் ) 

விடை : 

cos h ( 2x + n - 1y ) sin hny 


2 sio ny ) 


( iv ) sin hex + sin h ( x + y ) + sin h ( x + 2y ) + ... ( n உறுப்புக்கள் ) 

ecsh ( 2x + n - ly ) sin ary 
+ 
2 


n 


( வி . 


விடை : 


2 sin hy 


21. கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்பைக் காண்க : 

lt sin ho - sino 
( i ) 

TN0 


விடை : 


. ] 


03 


Ic 


x cos hx - tan hx 


5 


( ii ) 


( 


விடை : 


ܗܗ 


6 


விடை : -1] 


( iv ) x + 0 


( விடை - 2 ) 


le ton ( 1 + x ) + ex - 1-2 sin hx 
x + o ) 

log ( 1 - x ) -e - 1 + 2 ccshx 
lt 2 / 1 - x- 2 cos hx + sin hx 

1 - cos hx + x sin nx 
22. கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக : 
( i ) cos h lx = sin hi / xs - 1 

x -1 
(( ii ) tap h - 1 = log x ( x > 70 ) 

x ? +1 


1 ) 


x + y 
( iii ) tanh x + tant 1 y = tan ht1 

1 + xy 


( iv) tan hºs 


= } log tan 


+ 


, 


4 


( 1an ; ) ( 
( sec e ) - log tan ( T + 


* ) 
) 


8 


( v ) cos 11 ( sec 


2 


அத்தியாயம் IX 


சிக்கல் கணியத்தின் மடக்கை 


9.1 . வரைவிலக்கணம் : இரு சிக்கலெண்கள் W , 2 என்பவை 
w = e என்னும் சமன்பாட்டிற்குடப்பட்டால் 1 ஐ , e அடிக்கு பன் ஒரு 
கை என்று கூறப்படும் . 

u + iv ; z = n + iy என்று கொள்வோம் . 
எனவே , w = u + ir = e ( வரைவிலக்கணம் ) 

= x + iy 
= er reir = ex • ei ( y + 2nm ) [ n ஒரு முழுவெண் ] 
= x + iy + 2nmi 

= ( 7 + 2 பா 
எனவே , வரைவிலக்கணத்திலிருந்து , 
2 அடிக்கு w ன் மடக்கை z + 2axi 
அல்லது , W ன் மடக்கை = z + 2nri 

( e அடிக்கென்பது எப் 

பொழுதும் தொக்கி நிற்கும் 
( i ) லிருந்து . w ன் மடக்கை n ஐ சார்ந்தது என்று புலனாகிறது . 
n ஐ சார்ந்ததால் , என் மடக்கை ஒரு பன்மதிப்புடைச் சார்பாகிறது 
( many Valued function ) . இச் சார்பினை Log W அல்லது Log W 
என்று குறிப்பது வழக்கம் . 
எனவே , ( i ) லிருந்து Logw = z + 2mmi . 

. ( li ) 
1 = 0 என்று ( ii ) ல் பிரதியிட்டால் Log w ன் ஒரு மதிப்பு 2 என்று 
கிடைக்கும் . இதன் Log w ன் முதல் மதிப்பு என்று கூறுகிருேம் . 
மேலும் , இம்முதல் மதிப்பை Log W அல்லது Log w என்று குறிப்பது 
வழக்கம் . ஆகையால் , Log = z . 

-- [ iii ) 
( i1 ) , (lil ) லிருந்து Log w = Log w + arai ......... ( iv ) என்று 
கிடைக்கிறது . 

9.2 . இப்பொழுது நாம் logw ; log w ஆகியவற்றின் மதிப் 
பைக் காண்போம் . முதலில் 108 என் மதிப்பைக் காணலாம் . 
89.1 கூறியது போல் 1 = u + iv 

z = x + iy என்று கொள்ளலாம் . 
( x y , u , V ஆகியவை மெய்யான எண்களே ) 
ஆகையால் , 

u + iv = w = 0 

x + iy 
= e * { cos y + isin y } . 
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மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதிகளையும் பிரித்தால் , 

u = ex cos y ST SIT DILO 

1 = ex sin y என்றும் கிடைக்கும் . 
எனவே , u + 2 = ex. 

( i ) 


tan y = 


..........( il ) 


u 


( 1 ) லிருந்து . 


x = log ( u + v ) ( வரைவிலக்கணம் ) 

என்றும் 


y 


( il லிருந்து 


y = tax 1 


என்றும் கிடைக்கும் . 


ஆகையால் , $ 9.1 லிருந்து , 

log w = ? 

= x + ip 
அல்லது : log ( n + iv ) = log w 

| log (u + v ) + i tan 1 / 
எனவே , log ( u + iv ) = logw 

| log ( u + v ) + i tani 


+ 2nmi ( 89 • 1 ( iv ) ) 
குறிப்பு ( 1 ) : - y =10 
Log u = } logu + itan 10 + 2nai 
log 3 + ipr + 2nri ( p ஒரு முழுவெண் ) 

1 
குறிப்பு ( 2 ) : X ஒரு மெய்யான எண்ணாகில் log 
என்று நாம் அறிந்துள்ளோம் . இப்பொழுது ம ஒரு சிக்கலெண்ணாகில் , 
L 

Log w என்று நாம் நிருபிப்போம் . 


-log 


X 


89.1 ல் உள்ளதுபோலவே , w = e என்று கொள்ளலாம் . 

1 1 
ஆகையால் , 


= e z 


W 


ez 


= e- ( x + iy ) 
= e - X - iy 
= e - x { cos y - i sin y } 
= -Y { cos ( 2AT -Fy ) --isin (2nm - V } 
= e - x - i { 2nm + y ) 


14 


21 . 


திரிகோண கணிதம் 


= -x - iy - 2nmi 

= -z - 2nmi . 
எனவே , வரைவிலக்கணத்திலிருந்து 

-1 

= -z - 2nai 


Log 


W 


( $ 9-1 , ( ii ) ) 


-Log w 
மேலும் , , | இரு மெய்யான எண்களாகில் , 

Log xy = log x + log y 


log 


= log x - log y என்று நாம் அறிவோம் . 

y 
இதுபோலவே , W. W , இரு சிக்கலெண்ணாகிலும் , 

Log wi , w , = Log wi + Log w , என்றும் 

Log1 = Log wi - Log w , என்றும் நாம் சுலபமாக 


We 


நிருபிக்கலாம் . 

குறிப்பு ( 3 ) : - U = / cos e , y = r sin e எனில் , 
Log ( u + i + y) = Log ( r cos G + ir sin e ) 
= Log r { cos ( 2nm + e ) + isin ( 2nx + 8 ) } 

( n ஒரு முழுவெண் ) 
= Log [ 

ri( 2nr + 0 ) ] 

Log r + Log (al ( 2nx + 6 ) ] 
9.3 . வரை விலக்கணம் : W , z இரு சிக்கலெண்களாகில் , 
wz = 2 , log w . 

log w , பன் மதிப்புடையச் சார்பாகையால் , யம் பன் மதிப் 
புடையச் சார்பாகும் . எனவே , wz ன் முதல் மதிப்பு - logw ஆகும் . 

முன்புபோலவே , w = u + iv என்றும் , 7 = x + iy என்றும் 
கொள்ளுவோம் . 

x + iy 
எனவே , w7 = ( u + iv ) 

= . ( x + iy ) log ( u + iv ) ( வரை விலக்கணம் ) 


= . ( x + iy ) . 


{ log ( we + v * ) + Itan 

* + 2nT 


} 


இப்பொழுது u = r cos ) என்றும் , y = r sing என்றும் இருப்பின் , 

r = us + y ” என்றும் , 
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y 


1 


w2 = 


II 


e 


= 


e 


e 


-- 


tan0 = அல்லது 6 = tan 1 என்றும் கிடைக்கும் 
ஆகையால் , 

( x + Iy ) { } logr + i0 + 2nmi } 

( x + iy ) { logr +1 ( G + ann ) } 
= x logr- y ( e + 2nm ) +1 { logr + x 

( e + 2nm ) } 
a logr .. - y 9 + 2nm ) | { ylogr + x 

( 9 + 2m ) } 
= rx . _y ( 9 + 2nr ) 

[ cos { ylogr + x ( e + 2nx ) } 

+ isin { ylogr + x ( 9 + 2nx ) } ] 
n = 0 என்று பிரதியிட்டால் wz ன் முதல் மதிப்பு கிடைக்கும் . 
எனவே , wz ன் முதல் மதிப்பு x.e - ye . [ cos { y log r + xG } 

+ isia { ylogr + xg } ] 
குறிப்பு -1 : மேற்கண்ட வரைவிலக்கணத்திலிருந்து log wz = 
z log w என்று நாம் சுலபமாக நிரூபிக்கலாம் . 

log wz = 2 எனில் , 

wz = ez (வரைவிலக்கணம் 89.1 ) 
ஆனால் , wz = ez logw ( வரைவிலக்கணம் $ 9.3 ) 
ஆகையால் , = ez Lor w = ez 
எனவே , = z Log w = z = Log wz . 

குறிப்பு 2 : w ன் மதிப்பு ( முதல் மதிப்பு ) முழுவதும் மெய்யானால் 
sin { y log r + x6 } = 0 . அதாவது , y logr + x0 = mm ( n ஒரு 

--1 

y 
மூழுவெண் ) . அல்லது y log vx + y : + xtan 

( 2n ) 
42 ன் மதிப்பு முழுவதும் கற்பனையானால் cos { y log r + xg } 0 . 
அதாவது , } ylog Vx2 + y : + x tan 

2 
ஒற்றை முழுவெண் . எனவே , (u + iv)x + iy 

ன் மதிப்பு ( முதல் மதிப்பு ) 
முழுவதும் மெய்யாகவோ அல்லது கற்பனையாகவோ இருக்கவேண்டு 
மாயின் + p log ( u + v ) + x tas 

என்பது ன் இரட்டை 

2 
அல்லது ஒற்றை மடங்காக இருக்கவேண்டும் . 
9.4 . 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1. ( a + b ) ( as + ibs ) -... ( an - ibn ) = A + iB எனில் 
கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக . 


X 


2 


1 


= m ; 


( m ஒரு 


X 


-1 v 


T 


u 
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a ) 


an 


( i ) ai + bi ) ( ay + b , ) ... ( an : + bn ) = A + Be 
-1b . - 1 b2 | -1 bn 

B 
( il ) tay 

tan + ... + tan 

#nat tan 
al 

A 
: ( ay + iby > (ay + ib , ) ...( an + ibn ) = A + iB , ( 1 ஒரு முழுவெண் ) 

இரு பக்கமும் e அடிக்கு மடக்கை எடுக்கவும் ( மடக்கையின் முதல் 
பதிப்பு ) . 
: log ( ai + 1bz ) ( ag + ib , ) ... ( an + ibn ] ] = log ( A + iB ) 
அதாவது . 
log ( ay + ibi ) + log ( a + iba) + ... + log ( an + ibn ) = log ( A + iB ) 
அதாவது , 

( $ 9-2 . குறிப்பு ( 2 ) ) 
-1b 

-1 b , | 
| log ( a + ba " ) + i tan + } log (ax + b , 1 + i tan 


di 


as 


-1 ba 


+ - + } log ( a n + b . :) + i + taa 


+ inm = } log ( A : + B * ) 


an 


-1 B 
+ i tan 

A 


(89 • 2). | 


1 b , 


{ 


tan 


1b . 

b .. 


} 


அதாவது , 
* { log ( ay " + b ) - log (a + b , " + - + log ( an + bn ) } 

- 1 b 
+ i 

+ tan + ... + tan 

+ N 
al 

as 

--1 B 
= } log ( A * + B ) + i tan 

A 
அதாவது , 1lsg [ ( a1 +61 ) (a + b , 2) - (an2 + bn ) ) 

b b , 

bn 
+ i 

| 

) + IN 
al 


{ 


tan 11 


as 


} 


an 


-B 


= | log ( A * + B * ) + i tan - 

A 
இரு பக்கமும் , மெய்யான பகுதிகளையும் , கற்பனையான பகுதி 
களையும் சமன்படுத்த , 

| losl (a + b " ) ( a , b , ) - .. an + bu " ) ] = } log ( A + B2 ) 
அல்லது , (a + b ) , +2 ) - ( an + bn ) = A2 + B2 

b . 

be 
மேலும் , na + tan 1 + tan 
al 

hn 
+ ...tan 1 tam " 

A 
மாதிரி 2. tan leg ( x + iy ) = a + ib (a + b 141) எனில் 


aa 


an 
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2a 
tan log ( x + y ) = 

என்று நிறுவுக . 
1 - a --52 


tan log ( x + iy ) = a + ib ஆகையால் , 
log ( x + iy ] = tan l ( a + ib ) 

.... ( A ) 
89.2 லிருந்து , log ( x + iy ) = } log ( x +32 ) + i taa 1 

13 
$ 8-6 ( மாதிரி 8 , குறிப்பு ) லிருந்து , 

2y 
1 

+ i.. tashl1 
1 - a2 - 2 

+ x + y " 
எனவே , ( A ) யிலிருந்து , 

| iog ( x + y ) xi tan |P 


= } tan - 1 


2a 

2y 
+ i . I tan h 1 
1 - a - be 

1 + x + y 
இரு பக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்டுத்த 

24 
| log ( x + y ) = } tan - 1 

1 - a - b 

2u 
அதாவது , tan log ( x + y ) = 

1 - a - be 

( : a + be +1 ) 
மாதிரி 3. i ன் எல்லா மதிப்புக்களும் மெய்யானவை என 
நிறுவுக . மேலும் அவைகளில் , ஒன்றைவிட சிறியதாக 
இருக்கும் மதிப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 1e 

கூட்டுத்தொகை 2 cosee 
என்றும் நிறுவுக . 

z = ii என்க . 
எனவே , Log z = Log il 

i Log i 


im 
= i Log e 

2 


= i Loga ( ; + 2er ) 


= i.i 


+ 2rm 
2 


= - ( 2n + ] * [ 7 ஒரு முழுவென் ) 
எனவே , z = - ( 2n + r ( 89.1 வரைவிலக்கணம் ) 
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திரிகோண கணிதம் 


e 


e 


< 1 . 


அல்லது , 

t = 

- ( 2n + } m ( i ஐ சாராதது ) 
ஆகையால் , il ன் மதிப்புக்கள் எல்லாம் மெய்யானவை . 

இம் மதிப்புக்களில் ஒன்றைவிடச் சிறிய தாயிருப்பவையின் 
டுத் தொகையைக் கண்டுபிடிக்க. 

ii , 1 எனில் , 
- ( 2n + r 

- ( 2n + jam 
அதாவது loge 

< iog 1 . 
அல்லது , 

- ( 2n + } } r < 0 . 
அதாவது , ( 2n + } ] r < 0 . 
எனவே , 
ஆகையால் , n > 0 எனில் i ன் மதிப்பு ஒன்றைவிட சிறியதாகும் . 
இம் மதிப்புக்கள் பின்வருமாறு . 

e - 1 / 2 , - ( 2 + } } r , 

- ( 2 + } } r , - ( 4 + } } r , ...... 


அதாவது , 


-- ( 2 + } ) * - ( 4 + } ) r , . * .... 


2 


e 


se 


ee 


+ ...... 


e 


வைகளின் கூட்டுத்தொகை 
- * / 2 . 

-20 

--41 
1 + e + e 

} 

21 
} { : 1 , 
பெருக்கற் குவித்தொடர் . இதன் 
பொது வித்தியாசம் = e - 27 } . 

. 
. 


2 
e 


1 

20 
e 


m 
e 


= e 


e - 1 / 2 . 


-- 


e 


e 


2 


= le / 2 , 


* 


e 


e 


te7/ 2 


cosec hr ., 
மாதிரி 4 ! logii ன் பொதுமதிப்பைக் காண்க 

log : i என்று கொள்ளலாம் . 
ஆகையால் , 89.1 வரைவிலக்கணத்திலிருந்து 

i = iz . 
இரு பக்கமும் e அடிக்கு மடக்கை எடுக்கவும் . 
எனவே , Logi Logiz 

zLogi . 

( 2p + ni 
ஆகையால் 2 ( 2q + iri 

( p , q முழுவெண்கள் ) 
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4p + 1 


49 + 1 


மாதிரி 5 : ( 1 + icoto) 

( 1 + coto ) 

ன் மதிப்பு முழுவதும் மெய் 
யாகில் , 

1 
1 

sinG என்று நிறுவுக . 
sino 

( 1+ icota ) 
2 = ( 1 + i coto) 

எனக் கொள் . 

( 1 + icote ) 
ஃ Log z = log ( 1 + i coto 

எனக் கொள் . 
( 1 + i coto ) Log ( 1 + i coto ) 
= ( 1 + icote ) { } lop [1 + cota) + itan ( cote) + 2nxi } 


log cosech + i 


+ ( 


+ i 


-8 + 2ns 


2 


-e + ana 


x 


எனவே 7 


7 


-9 + 2ns 


= ( 1 + icot o ) {log coscch 

- ) - 20} 
(log cosco – { cote } { 5 

{ + 0 + 20 } ) 
( cote log costce + | 

log cosec9- ( cote ) ( 5 * ) ) , 
( cots log cosece + ) 
..[ 1og cosco - cots ( 5 -0 + 20 ) ] , 
( cos { cote - log costco + 

} 
+ isin { cote log cosco + 7 - +2010 

*} ] 
{{ cote log coseco + } 


2 


X 


T 

-e + 2nm 
2 


z ன் மதிப்பு மெய்யாகையால் , 


sla 


e + 2ns 


2 


* 


அதாவது , cote log cosece + --0 + 2nx = mr . ( m > 0 முழுவெண் ) 

2 


coto log coseco + 


- 9 + 2mm = 

0 ( 

: m ன் ஒரு மதிப்பு = 0 ) 


2 
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T 


அல்லது 


8 + 2ns = 


- cote , log cosece . 


2 


ஆகையால் 

z ன் முதல் மதிப்பு ( அல்லது ஒரு மதிப்பு ) 
= . |log cosece - cote ( - cote log cosece) ] . [ coso + isino ] 

- [ log coseco + cote. log cosece ] 
. ( 1 + cotic ) log cosece 
Cosec20 

log x 
( log ( cosece ) 

( ..e 
cosece 
= ( cosec ) ( e logx 

1 
1 sinee 
sine 


e 


மாதிரி 6 . 


i ..i . 


i 
i 


- ( 4 + 1 ) TB 

என்றும் 


= A + iB எனில் A2B2 = 


B = A tan 


A tan [( + ) ) 


என்றும் நிறுவுக . 


i ........ 

i 
A + iB = 

+ = i 


( i 


A + iB 
i 
= ( A + iB ) logi 

( வரைவிலக்கணம் 89.3 ) 
1B 

i + 2nri 
2 

} 
( A + 1B) ( 4n + 1 ) 

2 
- B (An + 1 ) + + A ( 4n + 1 ) - ; 
-.- B ( An + 1) . .4 (4n + 1 ) . ; 


2 


2 
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--- ( *** ) * 

1 B 

{ cos ( “ + ) * 4 + isin (* + -) * 4} 
-- :-(": )***[(* + -) *4] 

( * + 4 ) *** [ (" +4 ) * ] 
A + - [ - ( " *")" ] 


B = e 


(i ) ஐயும் , ( ii ) ஐயும் வர்க்கம் செய்து கூட்ட , 


= 6- ( 4n + 1 ) * B . 
( ii ) ஐ ( i ) ஆல் வகுக்க . 
А 

4n + 
tap 

TA 
B 


அல்லது , B = A tan 


[ ( 497 ) ** ] 


9.5 . er fucor CLI ( Gregory s series ) 
- coe o tan tanºw ; tan 

stoofidi ( = tan- tanº0 + tanoo - ...... ( 4.2 . } 

sin coso + i sico 
iti tai 0 = 1 + i 

cos 

cos 
veo , 1 + i tape = sec8 : 00 ) 

இருபக்கமும் மடக்கை எடுக்கவும் .. 
:: log ( 1 + i tano ) = log ( seco ... ) 
= log seco + in . 

.... ( A ) 


T 


Cor 


isura | tano i < 1 . 


( i tano + 


i 

( itangis 
#y , log ( 1 + i tano ) = i tang 

2 

3 
tan i tanºe tine i taolo 
= i taro + 

+ 
2 3 

5 
= i { tang - tano + štan ...... ? 

+ { tan 0-1 tan 0 + štapo...... 
ஆகையால் , ( A ) , ( B ) யிலிருந்து , 


.. ( B ) 
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log sece + i0 = { } tane- + tan * 0 + ! tan ° 9 + ..... } 

+ i { tape- ! tan ° e + ! tan " G ...... } 
இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 
0 = tane- tan * G + } tanse .... 

.....( C ) 
குறிப்பு ( 1 ) -1/4 < 3 < 1/4 ஆகையால் -1 < tana < 1 . 
tang = x என்று ( C ) யில் பிரதியிட்டால் , 

tanlx = x - 1x8 + 1x5 -... ( -1 < x < 1 ) என்று கிடைக்கும் . 
இதற்கும் கிரகரியின் ருெடர் என்றுதான் பெயர் . 

குறிப்பு ( 2 ) : - tan x ள் விரித்தலை நாம் மற்றுமொரு முறை 
யிலும் பெறலாம் . 

log ( x + ip ) = } log ( x2 + y " ) + i tant / என்று நாம் அறி 
வோம் . இங்கு , x - 1 என்று பிரதியிட்டால் 
log (1 + iy = } log ( 1 + y ) + i tanly . 

....... ( 1 ) 
மேலும் | x | < | எனில் , இயற்கணிதத்திலிருந்து 
x2 

x4 x5 
log ( 1 + x ) + x + 

என்று நாம் 
2 3 

5 
அறிவோம் . 
எனவே i iy | 1 ( அதாவது | 1 | < 1 ) எனில் 
} log ( 1 + ty ) = iy 

(iy " + (ty ) + (iy ) + (iy ) 

3 


x 


8 
X 


4 


4 


8 


( 


y 
3 


+ 


ye 
5 


y 


+ 


y 
4 


+ 


... ) 


( 


( : 1 - = - 1 , ....... ) 


2 


...... ( li ) 


எனவே ( 1 ) , ( i ) லிருந்து , 

| y > | எனில் , 


A log ( 1 + y * ) + i tan y= 1 (y" -" , +.....) 

+ ( - + -...) 


3 
இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

y ys 
tanly = y 

3 5 


+ 


எனவே , 


x 
tan 1x = x -- 

3 


+ 


x5 
5 


( 1x | < 1 ) 
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குறிப்பு ( 3 ) : - tan என் மதிப்பு க்குச் சமமாகில் tan ( wr + G ) ன் 
மதிப்பும் கக்குச் சமமாகும் . ( n ஒரு முழுவெண் ) . 

எனவே , 1 எவ்வெண்ணாகிலும் ( an ( mr + G ) ( = x ) என்பது ஒரு 
தனிப் பெறுமானச் சார்பாகும் ( sinlge valued fanction ) . 

மேலும் , x = tan G = tan ( nx + 6 ) ஆகையால் , 

tan 1x = nm + 9 இம் மதிப்பு n ஐச் சார்ந்ததால் tan 1x 
ஒரு பன் மதிப்புடைச் சார்பாகும் . இப்பன் = மதிப்புடைச் சார்பு 
tan 1x ஐ Tan 1x என்று எழுதுவது வழக்கம் . இதன் முதன் மதிப்பு 
x { n = 0 ) . இம் மதிப்பைத்தான் tav lx 

எழுதுவோம் . 
எனவே , 

tanlx = nm + tanlx . 


என்று 


T 


9.6 . தேற்றம் : - < 0 < mr + ( n ஒரு முழு 

4 

4 
வெண் ) எனில் e - nr = ts20- ! tan G + tanse -... 

0 - n = என்று கொள்ளலாம் . 
ஆகையால் 0 = nr + . 


* 


மேலும் , 8 என்பது 1 


க்கும் nr + 
4 


க்கும் இடையிலிருப் 


4 


T 


பதால் , என்பது 


க்கும் 


க்கும் இடையே அமையும் .. 


4 


4 


1 + 1 tane = 1 + t tan ( wr + G ) 

= 1 + i tan ) 
cos ( + ising 

cos 

= sec $ . eig 
ஃ log 1 + i tane ) = log [ sec paig ) 

= log sec ) + log.ie 
= log sec + is . 

..... ( i ) 
9 < ni + ஆகையால் - | < tano < / 

4 

( i tana ) - ( i tane ) * 
எனவே , log ( 1 + i tara ) = i tane - 


T 


T 


HTT 


4 


+ 


2 


1 


tare_taneo , tanse 


+ 


} 


3 . 


5 


{ tane 
+ { 


tanae tapse 

2 


+..... ) 


... ( ii ) 
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எனவே , | tane | < 1 எனில் , (1) , ( ii ) லிருந்து , 

tange tante 
log sec ) + ip 

+ .... + i , tans 
2 

4 


tanie 

++ 
3 


} 


இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த , 
= tang - i taneG + -- .. 

- ! G 
குறிப்பு : மேற்கண்ட தொடரை கிரகயியின்றொடரைப் பயன் 
பயன்படுத்தியும் நிரூபிக்கலாம் . 


8 = tan6- ! tanee + } tanse 


-- (- T <0 < T ) 


- 


4 


tan ( nr + 0 ) - tan ( ms + e ) + } tanwr + e ) - 
ma + 8 = என்க : 
ஆகையால் 

< P < mr + 7 . மேலும் , 
-wr = tanp - I tanp + ! tanp 
9.7 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி , 1. 2 ( x- } x * + x5 -...) 

2x 3 

2x 

+ 
1 - x2 1- x2 

1 - x 
2 ( x - 1x * + xx5- .. ) 
= 2 tan 1x 
= tan 1x + tan 1x 


2x 


( 


) 


x + x 


= tan 1 


= tan - 1 


2x 
1 - x2 


2x 2x 3 

2x 

+ 
1 - x 1- x2 

1 - x2 
குறிப்பு : - | x | > | எனில் இடது புறம் இருக்கும் தொடர் 
ஒரு குவித்தொடர் என்று நாம் அறிவோம் . மேலும் வலது புறம் 
இருக்கும் தொடர் குவித் தொடராக இருக்கவேண்டுமாயின் 
2x 

ஒன்றினை விடச் சிறியதாயிருக்கவேண்டும் . 
1x - 2 
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எனவே 


< 1 அதாவது | 2x | < | 1 - x2 | 
1 - x2 
x மெய்யானதால் ஒரு நேர் எண்ணாகும் . 
எனவே 

| 1 - x | = 1- | x * | 
ஆகையால் | 2x | < 1-- | x " | - என்று x இருத்தல் வேண்டும் . 
அதாவது | x2 | + | 2x | < ! 
அல்லது | x " | + | 2x- + | < 2 . 
அல்லது | x + 1 | * > 2 . 
எனவே , | x + 1 | < v2 . 

ஆகையால் , வலதுபுறம் இருக்கும் தொடர் குவித்தொடராக 
வேண்டுமாயின் | x + 1 | < / 2 என்றிருக்கவேண்டும் . இடதுபுறம் 
இருக்கும் தொடர் குவித் தொடராக இருக்கவேண்டுமாயின் ( x | < ! 
எனவே , 

இவ்விரு தொடர்களும் சமமாயிருக்கவேண்டுமாயின் 
| x | < v2-1 என்று இருத்தல் வேண்டும் . 

1 1 1 1 1 
மாதிரி 2. 1 
+ 

+ .......... = 

என்று 
32 32 7 

2/2 
நிறுவுக . 
1 

1 1 1 
+ 

+ ... 
32 5 32 
1 1 1 

1 

+ ...... 
3.3 + 

5 32 7 


T 


. 


5 


1 


1 


7 38 


1 


33 


-1-5 ++++--- 
= v : { / - 
++++ 
...... 

} 
= v = {tant;}}} 
= " 


V3 ( முதல் மதிப்பு ) 


T 


2/3 


மாதிரி 3 . 


17 
21 


713 

+ .. 
81.343 


( -1) |1 
+ 

2n - 1 


917 + 71 - மா 


+ ........ 


-- 


= tan 


+ 2 tani 


என நிழ்வுக . 
4 
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1 


713 
17 

+ ........ + 
81 - 343 


- ( 1 " 
2n - 11 


3.9 + T } -..... 
} 


* ( - 1,11 

2 
== 

91- + 071-20 
2n -1 2 
1 
( -1) ^ 1 | 2 

32 2n + 71-2n 
21-1 
1 
( -111 2 1 ) 
2n - 1 32711721-1 


- ( +1) - ( ++ ) + ( ++ ) ..... 
= = {+ + + . -..- .. 

+ { + - ++++++ ....... } 


1 


1 


1 


+ 


7 


| 


1 50 


= lan 


T 


= 2. tanl ++ tan : 
= tan 
tan 1 + tan 1 + tati 
1 

1 
+ 
3 3 

33 . 
= tan 
1 

1 
1 
33 3.7 7.3 

tan x + taa ly + tan 1z 

x + y + x - xyz 
tao 

1 - xy - yz - zx 
58 

( முதல் மதிப்பு ) 
41 
மாதிரி . 4. மிகவும் சிறியதாகில் 

3-1 
vi + sin a log(1-0) + tanlesin +8 

3 

3 
என நிரூபி . ( 0 * மற்றும் ஏன் உயர்ந்த அடுக்குகள் தவிர்க்கத் 
தக்கவை ) 
மற்றும் என் உயர்ந்த அடுக்குகள் தவிர்க்கத்தக்கவைகையால் 
sin K * 8 . 

es 
cose = 1 

2 
tan 18 = a . 

88 
log ( 1-0 = ( - 6 - 

2 


- 


223 


சிக்கல் கணியத்தின் மடக்கை 


1/2 


2 ( 1 + 18-19 ) 


மேலும் V 1+sin 0= ( 1 + sin g loc{1- )8= (-0-9 ) 

) " 
- (1-1*ine -Isla"e+ * ala e ... ) 
எனவே A VI + in o iog(1-0)+tan Gi ( 

in( 1 + 9 ) 
= *(1+ :) ( -- * ) 

+6. { * cos 0 + Jain a } 
* -19 ( 1 + * - * ) ( 1 + 9 ) 

+ 8 { 1 (1 - % ) +10 } 
( அ . அ ) - 19 { - ( + ? - * ) ( + 9 ) 

++ 8 + v » ( 1 + * ) } 
= 18 { v3-1-4VZ + 0 
V3-10 ( ஃ 0 * தவிர்க்கத்தக்கது 


அப்பியாசம் 9 
1. கீழ்க் கண்டவற்றின் பொது மதிப்பைக் காண்க . 
( i ) log1 

( விடை : 2Ti] 
( ii ) log ( - 1 ) 

( விடை : 2n + 1 ) mil 
( iii ) log 1 

( விடை : 2n + } } ri ] 
( iv) log ( - i ) 

( விடை : 2n + ) wi ] 
( v ) log a 

((விடை : a > 0 எனில் ) 

log a + 2mai ; 

a 0 எனில் log a + ( 20 + 1 ) ni 
( vi ) logai ( விடை : a < 0 எனில் log a + ( 2n + Hri 

a 0 எனில் loga + ( 2n - } xi ] . 
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( vii ) log e ( விடை ! 1 + 2nri ) . 
( vili ) log ( -e) ( விடை : ( 1 + 20 + 1 ) mi). 
( ix ) iog ( -i ) 

4n - 1 . 
( விடை : 
( -i ) 

n , m முழுவெண்கள் ] . 
4m -1 


) ( 


1)7 ) 


( x ) log ( 1 + i ) ( விடை : } log 2 + i ( 8n + 1 ) 

4 
( xi ) 102 ( 1 + cos 28 + isin 20 ) 

( விடை : 2 log 2 cos6 + i ( 2nr + 0 ) ] 
( xii ) 10g ( a - bi ) 

b 
+ 

+ anni 


( வி 


( xiii ) log ( a + bi ) 

i 


விடை : 


b 
log va2 + b + i tan1 + 2nni 

a 
( 2m + } ) mi 

b 
i 1 + nm 


( xiv ) log a- 16 


a + ib 

ib . 


1 + i tand 
( xv ) log 

1 i tapd 


( விடை : 2i ( nr + d ) ] . 


2A 
2. log sin ( x + iy ) = A + iB எனில் , 2e = cosh 2y - cos 2x 
என்று நிறுவுக . 

+ i 
3 . * 1 ன் மதிப்பு முழுவதும் மெய்யானது என்று காண்க . 

4.io = cos { ( 2n + } ) ra } + isin { ( 2n + } ) rn } என்று 
நிறுவுக . 
5 . 1 + i 

B 
( 1 + i ) = A + iB எனில் tan - 1 

ன் ஒரு மதிப்பு log 
A 


2+ - 


என்று நிறுவுக. 


4 


6. ( 1- i ) ( 1 - i) 


( 

= A + iB ன் முதல் மதிப்பை எடுத்துக் 
கொண்டால் , A + B = ( AB - B ) tan log v2 என்று நிறுவுக . 

7. ( 1 + i ) 1- ) , (1-1) + ஆகிய இரு சிக்கலெண்களின் முதல் 
மதிப்புக்களின் விகிதம் 2 என்று நிறுவுசி . 
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ா 2 


8 . 


log ( 1 + i ) ன் முதல் மதிப்பு - 8 


{ w:( + - q2 ) 


+ i sin ( + log 2 ) } 


என்று காண்க . 


* 
+ 


A 


2 tan 


1 


( 1 + i ) 1 + i 

B 
9 . ( 3 - j } - = A + IB எனில் tan - 1 

உன் ஒரு மதிப்பு , 
icg 2 என்று நிறுவுக , 
10. id + is = d + i3 எனில் d " + 3 = = 

- -( An + 1}TF என்றும் , 
= e 

, 
B 
B 

al 
d 

மதிப்பு log (d * + S )என்றும் நிறுவுக . 

log ( a + ib ) 
11. ( a + ib ) 

ன் முதல் மதிப்பு 
pmcgr • e - e2 . { cos ( 2e log r ) + isin ( 20 logr ) } . 

b 
2 = a + b2 , C = tan1 என்று நிறுவுக . 


ன் ஒரு 


12. xx + iy = ( x + iy } 


மதிப்பை மட்டும் 


d + iB 
12 . 

) எனில் ( முதல் 
எடுத்துக்கொள்ள ) x = d logx ( x + y ) - B tan " 


( 2 ) logxe என் 


றும் 2 { dx + By) = ( d * + B ) . logx{ x : + y ) என்றும் நிறுவுக . 

13. ( 1 + v3j } 3 + 21 ன் மதிப்புக்களின் குணகங்கள் ஒரு பெருக்கு 
விருத்தியிலும் , வீச்சம் 

ஒரு 

கூட்டு விருத்தியிலும் இருப்பதாக 
நிறுவுக , 

14. ( 1 + i ) +41 ன் மதிப்புக்களின் குண கங்கள் ஒரு பெருக்கு 
விருத்தியிலும் , வீச்சம் ஒரு கூட்டு விருத்தியிலும் இருப்பதாக 
நிறுவுக , 

a cot B 
15. log log ( 1 + i ) = + IB எனில் , e 

4 என்று நிறுவுக . 
16. கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக . 

5w 
( i ) 

எனில் 9 = + tane - 1 tan * 0 + tane -... 
4 


31 


4 < 0 < | 


( ii ) 


9m 
< 0 < எனில் 8 = 2x + tane- tan G + 
4 4 

| tan e -... 
3 

cns50 
18 < எனில் 

+ 
2 
4 

3 

5 


T 


T 


6 = co10_cot : 0 


4 


15 
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cotse 


( iv ) - * < 0 < -- எ 

எனில் 8 


cot e + 


2 


3 


cot5e 

5 


+ ........ 


( v ) 0 < x < 1 எனில் 
- 1 

T 13 
x + 1 


( 1 ) -1 ( * = 1 ) * +1 ( 1) 


ஈ 


= tan lx 


- 


4 


( vi ) -1 < x < 1 எனில் , 


* + + x + .. = {tan x +y log 


1 + x ) 
1 - x 


17. கீழ் வருவனவற்றை நிறுவுக . 

1 1 1 
( 1 ) 

+ 
6/3. 3 38 5-3 


- 


T 


( 
11 
) 


= ( 1-3112 ) - ! (1-3812 ) + ! { 1-3 51 ) -...... 


12 


5 


97 


( lii) 


13 

35 
3.32 22 +5.3.25 


+ 


3.2 


7.34.24 


4 


" 


n - 1 


M8 


7 . 


( Iv ) 


( -1 ) 
1 2n - 1 


- [ 2 


1-2n + 51-27 

+ 51-27 + 23-6 " ) = 7 
(* ) ( 2 + 1 ) - ( + 1 )! + ( + } ); 


T 


4 


2 


( vi ) 


it tan x.tanlx --x2 
x> 0 


= 


ܒܘܐܩ 


( vii ) x > 0 x - 


tan " 2x - X cos x 
It 
x2 

-1 . 
+ ex - 1 

2 
lt 

tan 1x - sinx 
( viii ) * -oxcon x + log( 1 - x ) - X : 

lt a tanlx - b sin x = ex cos X 
( ix ) 


2 1/2 = 3 . 


7 எனில் 
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a = -2 ; b = -1 ; c = 1 . 

it axe * + bx1 + x + c sin 2x 
x- > 0 

x8 
a = -3 ; b = - 4 ; c = 1 . 


எனில் 


அத்தியாயம் X 
தொடர்க் கூட்டல் 


( 0-1 , நாம் முன்பே ( அத்தியாயம் III , அத்தியாயம் VIII இல் 
ஒரு தொடரின் முதல் n உறுப்புக்களின் கூட்டலைக் 

கண்டிருக் 
கிருேம் . இப்பொழுது முடிவிலி வரையுள்ள ஒரு தொடரின் கூட்டலைக் 
காண்போம் . 

இத்தொடரின் கூட்டலைக் கண்டுபிடிப்பதற்கு முன்பு கொடுக்கப் 
பட்டிருக்கும் தொடருக்கு ஏற்ற இணையுள்ள மற்றொரு தொடரை நாம் 
கண்டுபிடித்தல் அவசிப்ம் . உதாரணமாக , சைன் தொடர் ( = S ) 
கொடுக்கப்பட்டால் அதற்கு ஏற்ற இணையுள்ள கொசைன் தொடர் 
( = e ) நாம் கண்டுபிடிக்கலாம் . e , S இரண்டும் தெரிந்தவுடன் e + is 
என்னும் தொடரை எழுதுவது சாத்தியமே . இத்தொடர் கீழ்வரும் 
தொடர்களில் ஏதேனும் ஒன்ருகத்தான் இருக்கும் . 

( i ) பெருக்குத்தொடர் 
( ii ) கூட்டல் பெருக்குத்தொடர் ( Arithmetico GeometricSeries ) 
( iii ) ஈருறுப்புத் தொடர் ( Binomial Series ) 
(iv ) அடுக்குக் குறித்தொடர் ( Exponential Series ) 
( v ) மடக்கைத் தொடர் . 
( vi ) கிரகிரியின் றொடர் . 

மேற்கூறிய தொடர்களின் மதிப்பு நமக்குத் தெரியுமாகையால் , 
e + iயின் மதிப்பை A + iB என்று நாம் பெறமுடியும் , மெய்யான பகுதி 
களையும் , கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன்படுத்தினால் கொடுக்கப்பட் 
டிருக்கும் தொடரின் மதிப்பு கிடைக்கும் . சில மாதிரிக் கணக்குகள் 
இம் முறையை நன்கு விளக்கும் . 
( 10-2, 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
மாதிரி 1 : cos d + cos ( d + B ) + ..... ( 1 உறுப்புக்கள் ) 

B 

sin 
2 

2 என்றும் 
sin ( B / 2 ) 
sip + sin ( d + B ) + ...... ( n உறுப்புக்கள் ) 

B 

rß 
sto ( n 

sin 
2 

2 என்றும் காண்க . 
Sun ( 3/2 ) 


B 


COS 


12 


228 


திரிகோண கணிதம் 


{ $ 3.22 , 3.23 உடன் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க } 
C = cos d + cos ( d + B ) + + cos ( d + ( n- 1 ) B ] என்றும் 
S = sin d + sin ( d + B ) + ... + sir [ u + ( n - 1 ) B ] 

என்றும் கொள் 
இப்பொழுது 
C + is = [ cos d + isin d ] + [ cos ( d + B ) + i sis ( d + B ) ] 

+ , + [ cos ( d + n - 1B } + isin [ u + n - 1B )] 
id i ( d + B ) 

+ . + (d + n - 18 ) 

[ n உறுப்புக்கள் ] 
+ --- உறுப்புகள் ) 

inß 
id 

[ s 7-12லிருந்து ) 
IB 

..... ( A ) 


= e 


+ 


[ 1+ B + 213 


1 - e 


) 


1 


e 


[ 1- m ] 


= 1 - cos nB- i sin ms 


-asn (1 )-1 in ( ? ) ca ( ? ) 
- 242( * )(an( 2 )-160 ( " ) ] 
rain ( ) ( ( - 7 ) + tain ( + - + / 2 ) ] 
2 

" - /2 


= 2 sin 


இம்மாதிரியே 


[ 1-9) = 2 sin ( B/2)e 


i( B / 2-1 / 2 ) 


ஆகையால் ( A ) லிருந்து 


C+ 15 =c49 v (" ). ( 4-1 ) 


2 sin ( B/2} ( B /2-1/ 2 ) 
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e 


1 ( d + n- [ B / 2 ) 
+ n - ) 

nß 
. sip 

2 
sin ( B / 2 ) 
இப்பொழுது மெய்யான பாகங்களைச் சமன்படுத்த 


n 

S p 
C = 

2 

Sin ( 8/2 ) 
கற்பனையான பாகங்களைச் சமன்படுத்த 

nB 
sin ( u + n - 18/2 ) sin 
S = 

sin ( B / 2 ) 
குறிப்பு ( 1 ) : - sin e + sin 20 + sin 30+ + sis n6 

Re 
sin | ( n + 1 ) 8 / 

2sin 


( i ) 


( ii ) 


sin ( 2/2 ) 
இரு பக்கமும் வைக் குறித்து வகையிட 

d 
cos e + 2 cos G + .. + n cos ne 

do 

me 
sin {{n + 1 }0/2 ]sin 
2 

sin ( 8/2 ) 
மீண்டும் X ஐ பொருத்தி இருபக்கமும் வகையிட 

( அதாவது , இரண்டாம் வகைக்கெழு எடுத்தால் ) 
12sin e + 22sin 20+ . + n ? si ! l ne . 
de sin ( n + 1 ) 6/2 ( no / 2 ) 

sin ( 8/2 ) 
இம்மாதிரியே 
cos O + cts 20 + - + cos no 

ne 
( 

2 

sin ( 8/2 ) 
இதிலிருந்து 

sin e + 2 sin 28 + ... + n sin ne = 


( 


2) 


( iii ) 


d02 


]] 


) 


( iv ) 


d 
do 


( cos (n+1/8/2sin ( 

(4 ) 
) 


( 
v 
) 


sin ( 8/2 ) 
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திரிகோண கணிதம் 


1 cos G + 2 COS 29 + .. + n cos na 


12 


2 


( ) ) 


a02 


cos / + 10/2 sin 

( vi ) 

sin ( 8/2 ) 
[ அப்பியாசம் 3 ( ஆ ) கேள்வி 4 ஐப் பார்க்கவும் ) 

குறிப்பு 2 : 3sin e + 5 sin 20 + 7sin 30 + - ( n உறுப்புக்கள் ) 
கொண்ட தொடரைக் கூட்ட , 


கொடுக்கப்பட்ட தொடர் 


5 ( 2r + 1 ) sin rg 
r = 1 


re 


ng 


Cos11 + 


2 


) + [ 


+ 


2 


ne 


) ) 


[ 


9 
d sin 

sin ( n + 1 

1 sal 
= -2 

2 
de 
( SIP 10/2 ) 

( SID ( 6/2 ) 
என்று கிடைக்கும் . 
இம்மாதிரியே 3 cos e + 5 cos 0 + ... [ n உறுப்புக்கள் 
4 | sin ( n + 1-2 ) sin 

sin ( 
2 . 

2 
do 
sin ( e / 2 ) 

e 
cos ( n + 10/ 2 ) sia ( ; 
+ 

2 

SID ( 8/2 ) 
மாதிரி 2 : 1 + x cos O + x20 cos 20 + xcos 30 + .... 
என்ற தொடரைக் கூட்டுக . ( | x | < || 

கொடுக்கப்பட்ட தொடரில் cos G , cos 20 , ... முதலியவைகள் 
இருக்கின்றன . ஆகையால் இற்றொடர் ஒரு கொசைன் தொடர் . 
எனவே e = 1 + x cos e + x2 cos 28 + x cos 38+ ... 

இத்தொடருக்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரை நாம் S 
என்று கொள்ளலாம் . 
எனவே , S = xsine + x * sin 20 + x sin 39+ 

e + is = 1 + x cose + x " cos 29 + x cos39 + .......... 

+ i { x sing + x sin 28 + x sin 38 + ..... 
= 1 + x ( cose + islog ) + x ( cos 20+ isin 20 ) 

+ ..... 
ie 210 3ie 
1 + x ^ 2 + xºe 

+ x.e + -... 
இத் தொடரின் உறுப்புக்கள் பெருக்கு விருத்தியில் அமைத் 
துள்ளன . எனவே , இப் பெருக்கு விருத்தியின் பொது வித்தியாசம் 


. 


888 


88 
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|]] 


ஒன்றைவிடச் சிறிய தாக இருந்தால்தான் , இத் தொடரின் கூடுதலைக் 

16 
காணமுடியும் . இப் பெருக்கு விருத்தியின் பொது வித்தியாசம் xe 
இப்பொழுது , | x | < I ( கொள்கை ) 
மேலும் , | | = | 

ie 
ஆகையால் | xe | < / . எனவே , 

| < / . எனவே , இத் தொடர் குத் 
தொடராகும் . 
ஃ இத் தொடரின் மதிப்பு = e + is 

1 

ie 
1 - xe 

ie 
1 - xe 
(1 - xe" ) - xe" ) 

-ie 
1 - xe 

ie -i6 
-- 
t 

+ e i9 ) + 

+ x 
1 - r ( cose - isine ) 

(87.19 ) 

1-2x cose + x 
இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த . 

1 - x cose 
e 1 - 2x cose + x 

1.3 
மாதிரி 3. sin e + sin 38 + sin 50 + ..... என்ற 

2.4 
தொடரின் கூடுதலைக் காண்க . 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் தொடர் சைன் தொடராகையால் S என்று 
கொள்ளலாம் . 

1.3 
எனவே S = sin G + isin 30 + 2.4 

sin 50+ . 


இதற்கு ஏற்ற இணையான கொசைன் தொடரை C என்று கொள் 
வோம் . 


1.3 
C = cos G + cos 38+ cos 58 + ... 

2.4 


1.3 


எனவே , C + is = cose + cos 30+ 2 - con + 
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+ i 


{ oin 6+ 4-sło 80+ 


1.3 

sin 50+ 
2.4 


- } 


O. 


( cos 0 + i sin 0 ) + ( cos 30+ i sin 30 ) 

1.3 
+ cos 50 + isin 50 ) + . 
2.4 

1.3 

510 
3iӨ 
i 

+ .. 
+ . 

22 


е 


. + 1.2 


410 


re 


1 . 


2 ie 
e 

- + 
2 


13 e 


at [ 1 + 

1 


tot 


1 


1.2 22 


2i0 
e = z என்று கொள்க . 
iA 

j 

z 
. C + iS = e 1 + 

+ 
i 2 


= e (1-2) 


-1 


- 


- ( 1 -e210) - 

® - 
= é (2 sin 6–2i sin 8. cose) 
P.(2 vine ) ( sin - i cos 

) 


= (1 - сos 20 - i sin 20 ) 

i0 


- 


iº ( 2 sia e) 


( 2 sin o ) 


e) 


{ cos ( 5 -- -i-n( - )} " 

11.09 [ - ( --- ): ] " 
= (2 sino) ,( 7-8) 

(5-0) 


= ( 2 sin ) 


e 


150 


( 2 sin o ) - 


{ co ( * + 2 ) +-ain { 1 + 3 } 
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இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 
S = ( 2 sin o ) - . sia 

( e # mr . 


( + ) 


மாதிரி 4. sin d + n cosB • sin ( u + B ) + 

n ( n + 11 

cos B • sin 

1. 2 
m ( n + 1 } { n + 2 ) 
[ e + 2B ) + 

cossin ( + 3B ) + ..... என்ற 
1.2. 3 
தொடரின் கூடுதலைக் காண் . 

மாதிரி 1 , மாதிரி 2 , ஆகியவற்றில் கொடுக்கப்பட்ட தொடரின் 
உறுப்புக்கள் முறையே கொசைனிலும் , சைனிலும் இருப்பதால் 
அவற்றின் கூடுதலைக் கண்டுபிடிப்பது சாத்தியமாக இருந்தது. 
ஆனால் , மேலே 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடரின் உறுப்புக்கள் 
ஒவ்வொன்றும் கொசைன் சைன் ஆகியவற்றின் பெருக்கலாக இருப்பு 
தால் இத் தொடரின் கூடுதலைக் காண்பது சிறிது கடினமே 

மாதிரி 1 ஐ கவனித்தால் , அத் தொடரின் உறுப்புக்கள் கொசைன் 
களில் மட்டுமல்லாமல் , அக் கொசைன்களின் கோணங்கள் ஒரு கூட்டு 
விருத்தியிலுள்ளன என்று புலனாகும் . நாம் அத் தொடரைக் கொசைன் 
தொடர் என்றோம் . இம் மாதிரியே , மாதிரி 2 ல் உள்ள தொடரை 
சைன் தொடர் என்றேம் . இம் முறையை அனுசரித்தால் மேலே 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர் சைன் தொடராகத்தான் இருக்கும் 
என்று நாம் முடிவு கொள்ளுகிறோம் . ஏனெனில் , இத் தொடரில் 
இருக்கும் கொசைன்கள் ஒரு பெருக்கு விருத்தியில் உள்ளனவே தவிர 

கோணங்கள் கூட்டு விருத்தியில் அமையவில்லை . 
எனவே , கொடுக்கப்பட்டுள்ள சைன் தாடரை S என்க . ஆகையால் 

n ( n + 1 ) 
S = sind + cosB.sin ( d + B ) + cose Bein ( + 2B ) 

1. 2 
n ( n + 1 ) ( n + 2 ) 
+ 

cas asin ( + 3B ) + 
1. 2 3 
மேலும் , மாதிரி 1 ல் மேற்கூறிய நிபந்தனைக்குட்பட்ட கொசை 
னுக்குப் பதில் சைன் என்று எழுதி சைன் தொடரையும் மாதிரி 2 ல் , 
சைனுக்குப் பதில் கொசைன் என்று எழுதி கொசைன் தொடரையும் 
நாம் அடைந்தோம் . இம் மாதிரியே , மேற்கொடுக்கப்பட்ட சைன் 
தொடருக்கு ஏற்ற இணையான கொசைன் தொடரை பின் வருமாறு 
எழுதலாம் . எனவே , 

n ( n + 1 ) 
C = cosd + n coss ( + B ) + cos " B cos ( d + 2B ) 

2 
n (n + 1 ) ( n + 2 ) 

cos B • cos ( u + 3B ) + 
1 2,3 


அவைகளின் 


1 


+ 
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... 


n ( n + 1 ) 
etis = os dun cosß cos ( d + B ) + 

cos B cos 
1.2 

id + 2B ) + ...... 

n (n + 1) 
+ i siod tn cosß.sin ( d + B ) + cus®ß . 

i .2 


{ 


(d +23 )+.....} 


sio ( d + 2B ) + 
- Crd + i sirdi un cosB ( cos ( d + B ) + i sin ( 2 + B ) ] 
nin + 1 ) 

cɔsº B. ( cos ( + 2B ) + i sin ( 2 + 28 ) ] 
1.2 


+ 


+ ... 


id 


e 


+ ncos eeld + B ) 

+ n ( n + 1) cosB ( d + 2B ) 


1.2 


+ .... 0 
2iß 


ld 
= e 


iB + n(n + 1). cose B. e 


1 + n cos . 


+ 


- 1 


iß 
= - என்று கொள்க . 


.. C + iS = 


nin + 1 ) 
1 + nz + 

1.2 


11-21 


etd [ 1-2008 13 


1 Be ] 
id li - cosB ( cos 3 + i sio B ) ] 


• N 


id 


n 


(1 - cus B - i sin cosß ] 


= pd 


id 

( sinºß - i sio ß cosB ] 
ed. (sipß) - " . (xin B - i cosß ) 
id 


= e 


-1 so( - > ) ] * 
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= lcd ( sing ) - " . " 


n 


(sing ) 


= a (sing " ( ( T - B ) ) " 

( 5-6 ) 

[ 4+ ( 1 - s )] 
= ( sia B) "( cos { a + r ( 2-6 )} 

+ isle { a + r ( ; - s ) } ) 
{ d+r ( B ) } 


இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த . 


எனவே , S = ( sin B ) r.sin 


2 


+ 


c ? cos 20 e + cos 49 
மாதிரி 5. 1+ 

+ ..... ( Te | < T ) 
2 ! 

4 ! 
என்ற தொடரின் கூடுதலைக் காண் . 
கொடுக்கப்பட்ட கொசைன் தொடரை C என்று கொள்வோம் . 

ca cos 20 , .c4 cos 40 
C = 1 + 

+ 

+ 
21 

4 ! 
ca cos 20 , c * cos 40 
= cos 0+ 

+ 

+ ...( : cos 0 = 1 ] 
2 ! 

4 ! 


ல 


.. 


இதற்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரைப் பின்வருமாறு எழுத 
லாம் . 

c sin 2 + c sin 4. + ..... 
S = sio 0+ 

2 ! 

4 ! 


.... 


.. 


c2 
e + iS = cos 0+ 

2 ! 


c4 


cos 29+ f ©os 49 + 
= { in o + 7 hin 24 - 

sin 0 + - sin 24 + Asin 40 + .} 
=( cos 0 + i sin 0 ) + ** (cos 29 + i sin 2g ) + 


( E 


( cos 49 + i sin 4p ) + ....... 


2 2i 


4 4ip 


C.C 


= 1 + 


+ 


+ ....... 
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cc 


. 


Z2 


i 
= Z என்று கொள்க , z = c ( cos + ising ) 

22 24 
C + is = 1 + 21 1 
+ 

4 ! 
= } { er + ezy c as hy (88-1லிருந்து ) 
ip 

is 
= cos h ( cc ) = cos ( icc | 188-2லிருந்து ) 
= cos ( - csia + ic cos ) 
= cos ( c sing ) cos ( ic cos ( ) + sin ( c sin p ) sin ( ic cos p ) 
= cos ( c sin p ) cos h ( c cos p ) + i sin ( c sin p ) sin h ( c cos p ) 

..... ( A ) 
ஆகையால் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த , 

C = ccs ( c sin p ) cos h ( c cos ? ) 

குறிப்பு : மேற்கண்ட ( A ) என்னும் சமன்பாட்டில் கற்பனையான 
பகுதிகளைச் சமன்படுத்த , 

c sit 2p c sir 40 
S = + 

+ ... ( c | < ! ) 

Z4 
= sin ( csia p ) sin h ( c cos p ) என்று கிடைக்கிறது . 

cosed cos 23 
மாதிரி 6. 1 - cos d cos B + 

cos.cos B 
2 ! 

3 ! 
+ ..... ( மு.வ.என்ற தொடரின் கூடுதலைக்காண்க . 

மாதிரி 3 ல் கொடுக்கப்பட்ட விளக்கத்திலிருந்து , மேற்கொடுக்கப் 
பட்ட தொடர் கொசைன் தொடர் என்று எளிதில் அறியலாம் . 
கொசைன் தொடரை C என்போம் . 

cost. cos2B cost.cos 33 
C = 1 - cosdl.cos p + 

- + ..... 
2 ! 

3 ! 
இதற்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரில் நிலை எண் ( தனிமை 
யாக இருக்காது என்பதை நாப மாதிரி 3 லிருந்து அறியலாம் . சைன் 
தொடரை S என்க . 

cos d sin 2B_cosed sin 3B 
. S = cos d sin B + 

2 ! 

3 ! 
C + is = 1 ... casd.cos B + 

cos d.sin 2B_cosed sin 36 + .... 
2 ! 

3 ! 
cos d.sin B cosd in 3B 
- cosd sin B + 

2 ! 

3 ! 


- 


+ 


.. 


+ ... } 
= 1 - cosu (cos B + isin B ) + ° ** ( cos 2B + isin 23 ) + 
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= 1- cos d.e 


iB + cosed . 2i3 _ posse3is 


+ .. 


2 ! 


3 ! 


2 


31 
Z 


iB 
cos de = z என்க . ஃ z = cosd coss + icos d sins . 
C + is = 1-22 

+ 
3 ! 
- ( cos d cos B + icos d.sins 


Z. 


e 


- 


-cos d cos B 


- i cosd sin B 


|| 


e 


e 


e 


மாதிரி 7. cos d - c cos ( a + B ) + p cos ( + 2B ) 


COS 


= 4 

cos d cos B 

{ cos ( cos d sin s ) -isin ( cosd sin B } } 
இரு பக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

cos d eos B 
C = = 

. cos ( cos d • sin B ) . 
c 

c s 
2 

3 ) 

[ d + 3B ) + ....... ( முவ . ) 
என்ற தொடரின் கூடுதலைக் காண்க . ( c ) < | } 

கொடுக்கப்பட்ட கொசைன் தொடரை - என்றும் அதற்கு ஏற்ற 
சைன் தொடரை S என்றும் கொள்வோம் . 

c2 

08 
c = cssd - c cos ( d + B } + cos ( U + 2B ) 

2 

33 
( d + 2 / 3 } + ...... 

C 
SS ( 

( ) 
3 

+ ......... 
c + is = ( cos d + i sin d ) -c ( cos d + B + i ind + B ) 

+ 2 (cos + d + 2B + isind + 2B ).............. 
id i ( d + 23 ) 2 

c2 t( d + 2B ) c3 i( d - 3 / B ) 
+2 e 

+ ... 
ial 

iB C2 2i3 CS 3iß 
++ 

+ . 


COS 


( 2 


8 


= e 


- 


-te 


3 


{1- ce 


e 


-- 


2| 


3e 


ce 


iß 
= z என்க . 

ial 
.. C + iS = e 


+ 


} 
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== {1 - ( - + -- .. )} 


id 


= e . { ( -log ( 1 +2 ) } 


( 1 = 1 < 1 , : le > < i ) 


-- 


id 


iB 
{ 1 - log ( 1 + cc } } . 


id 


id 


1 


-i tan - 1 


{ 1 - log 1 + c cosB + ic siaB ) 
11- log [ 1 + c cosB ) + c " silie|B ) 

c sio 
i tan 

l + c coss 
=( cos d + i sin d 1 { ! - } log ( 1 + 2c coss + ce ) 

c sing ) 

1.Fc cosB 
இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த . 
c = cos 1-1 10g ( 1 + 2c coss + c ) } + sin ortal 

csip 

1 + ccoss 
மாதிரி 8. S = cos6 siri + cos * 9 • sin 39+ cososin 50 

+ ..... ( முவ . ) 
எனில் tan 2S = 2 cot 9 என்ற நிறுவுக . 
S = cose sine + I cos * 0 • sin 39 + : cose sin 50 + ... 

( கொள்கை ) 
இந்த சைன் தொடருக்கு இணையான கொசைன் தொடரை C 
என்க . 
C = cose cose + : cosse cos 30 + cose cos 58 + ..... 
C + iS = cose ( cose + i sine ) + cos 6 ( cos 38 + isin 30 ) 

+ ......... 
ie 3ie 

5ie 
= cose e + I cosiere + cose.e 

ie 
coso e = z என்க . ஆகையால் z = cose + i cose sing . 
zs z 

ie 
C + iS = z + + + ....... | z | = | cose " < / ) 

3 
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= } lo ¢ + 


1 + z 
1-3 


.....(1 ) 


. 


1 + 2 1 + cose + isine cosG 
1 - z 

1 - cosie - i sine cose 
1 + cose + i sine • cose 

sine - (sine - icose 
( 1 + cose + i siae crse ) { sire + f cose ) 

sir 
sive + i2 cose ) 

sing 
= 1 + i2core) 

( 1 ) , ( ii ) லிருந்து . 
c + iS = } log ( 1 + i2 cot 9 ) 

= } { } log ( 1 + 4 cot 8 ) + i tan 1 ( 2 cot a ) ! 
இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன் படுத்த 

S = } tan ( 2 ( ot C ) 
ஃ . 2S = lan1 ( 2 cot C ) 
அல்லது , tan 2S = 2 cot 9 . 
மாதிரி 9 : 

C = cose- cos9 cos 30+ cos O cos50 - 
- எனில் taD 2C = 2 cot என்று நிறுவுக . 

C = cose - cose - | cose • cos 38+ cos cos 56-- .. 
காடுக்கப்பட்ட கொசைன் தொடருக்கு ஏற்ற சைன் தொடரை S 
என்று கொள்ளுவோம் . 

S = cose • sine - cos e • sis 38+ cosG - sin 58 - 
C + is = cosg ( cose + ising ) - { cos9 ( cos 39 + isin 3g ) 

+ . 
19 3ie 

5ie 
= cosa • e - cosiere + cos • e 


8 


ie 
cose = z என்க . 


ஆகையால் z = 

cose + isine cose . 


25 


C + is = z 


.. 


23 
3 


( கிரகரியின் தொடர் ) 


+ 


= tan 12 . 


1 


= tan 


( cos e + isine • ccs9 ) 

2 cose 
( cos * G + sine . cose) 


= 


I tan 1 


( 1 


} 
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+ i } tan h 1 


* 8) 


2 


tan 1 . 


} 


cos20 


2 sing • cose 
1 + cos * 0 + sine9cose 

188.6 , மாதிரிக் கணக்குக் குறிப்பு 
இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

2 case 
C tan 

1 - cose 

2 cos " 6 ) 
ஃ 2C 

sillee 
அல்லது tan 20 = 2 cot28 . 

cos9 
மாதிரி 10 : cos ta + cos h ( d + B ) + 

/ 2 
Sosh ( d + 2B ) + ... a என்ற தொடரின் கூடுதலைக் காண்க . 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள அதிபரவளை கொசைன் தொடரை C என்றும் 
அதற்கு ஏற்ற அதிபரவளை சைன் தொடரை S என்றும் கொள்க . 

COSO 

cose 
C = cos hol + cos h ( + B ) + 
11 

2 ! 

cash ( d + 23 ) + -... . 
coso 

cuse 
S = six hd + sini ( d + B ) + 
1 ! 

2 ! 

( U + 2B ) + 

cos 
ஃ . C + S ( cos hd + sin hal ) + 

coi h ( k + 3 ) + sinh 


cosh 


--04 


id + B ) 


cor h ( d + B ) + 

A + 3 ) } 
*9*r * { cas h { d + " B ) + sin k { <d + 2B } } 
d + cos 0 {d + 3 }= cos 6 ( d + 2B ) 

eela 


+ ......... . 


e d +26)....... 


2 ! 


a { 1 


e 


+ ...... 


. 


( 88.1 வரைவிலக்கணம் ) 
cosG B , cos e 2B 
+ 

+ 
1 ! 

21 
B 
cos 8.e 
8 . 
= Z என்று கொள்க . z = cos G { cos h B + sinhB ) 

7 72 - 8 
... ( + S = d 

1 + + 

+ + .... 

1 ! 21 
= d . 

d zz 


} 


- 
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e 


o cos ( cos hB + sin hß ) 
edicos o cos hß . cos 8 : sta hß . 


.... ( l ) 


cOS 
C - S = ( cos hd - sin hd ) + 

1 ! 

{ cos h d + B ) -sio hid + B ) 
cos 
+ 

hid + to ..... 
2 ! 


오 . 


8 


-dt 


8 


{ 
cos @e-(d + B ) + cose - ( 2 + 2B ) 
{ i 


+ .. 
1 ! 

2 ! 
cos - B , cos -23 
i + + 

.... 

t ... 
11 


L 


e 


oc 


} 


e 


2 ! 


--B 


-B = Z2 6750TE.. 


cos le 


** sur z = cos Oſcos hß - sin hß ) 

z ? 
1 + 

+ 


-d 
( 9 ) C -- S = e 


z12 
+ 

2 ! 


o } 


그 


= e - d.e + z? 


ad cos ( cos hß -- sio hp ) 


= e 


e 


e 


.e 


e 


e 


-d cos 6.cos hß 
d . cos Oslo hß . 

......:) 
( i ) ; ( ii ) es feil . 

C 
2 C = 

coso coshß cos Oslo AB 
ed , e 

-de + cos 6 cos hß -cos sin ho 

+ e . 
cos 0.cos hß d + cos Bösin hß 
hß { ed 

+ e - d + cos Oʻstahß ) } 
cos 6 cos hß.2 cos n ( d + cos . sin hß ) . 

cos 0.cos hß 
C = e 

cos hid + cos O.sip hß ) 
மாதிரி 11 : முக்கோணம் ABC ல் கோணம் A ன் அடுத் 
துள்ள ( adjacent ) பக்கங்கள் முறையே bc , எனில் ( b > c ), 
bº 

68 
sin A + sin 2A + $ 

sin 3 A + 0 என்ற தொடரின் 
c² 
கூடுதலைக் காண்க .. 

16 


e 


b 


c 
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கொடுக்கப்பட்ட சைன் தொடரை S என்றும் அதற்கு ஏற்ற 
இணையுள்ள கொசைன் தொடரை C என்றும் கொள்க . 
b 62 

6² 
sinA + slo 2A + cos 3 A + ...... 00 . 
c2 

CS 
b bº 

68 
COSA + 

c² 

cos 2A + } cos 3A + ....... 


SE 


c 


CE 


a 


C8 


68 


C + i = ( cosA + isinA)++ 

- { cosA + i sin A ) + * ( cos 2A + i sin 2A ) 


3iAt ...... 


се 


88o e 


e 


Ô 

be 
iA ti 

2 iA + } 

c² e 
b 

b 
iA = z என்க . ஆகையால் z = 
се 

za 
C + i $ = 2+ 

+ 
2 3 


( cos A + i sin A ) 


C 


.. 


+ 


b 


b 


-- 10g (1-1 ( 1-1-11) 
(1 . 응 cosA - i 

sina ) 
log {( 

{ ( 1-5 cosa ) e + e sto®4 


log 


C 


C 


-i tap 1 


b 

sin A 
c 
b 

COSA 


1 


= tan1 


... 


C 


இருபக்கமும் கற்பனையாள பகுதிகளைச் சமன்படுத்த . 

b SpA 
S 

C - 6 cosA 

a b 
முக்கோணம் ABC ல் 
SipAsip B 

= 2R 

sinc 
b sin A 

2R sio B. sin A 
C - b cosA ( 2R sioC - 2R sio B COSA ) 

sin B sinA 
sin (180- A + B ) -sinB cosA 


( :: Â + @ + Ĉ = 180°) 


sin A. sinB 
sip A. cosB + cosA sip B 


COSA . sinB 
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= tanB . 
ஃ ( 1 ) , ( ii ) லிருந்து , 

S = tan 1 ( taDB ) = B. 


...... ( i ) 
( : . sin ( 180 ° -C ) = sine ] 


அப்பியாசம் 10 ( அ ) 
கீழ்க்கண்டவற்றின் கூடுதலைக் காண்க : 

sindsin 24 sin 3d 
1 . + + 

+ .....-முவ . 
32 38 


in 


( வி 


விடை : 


S sind 
10-6 cos d 


ஃ . ) 


1 
2. sind 

+ sinad + 

2 


1 
2 


sined + மு.வ. 


( 


விடை : 


4 sind 
5-4 cos d 


3. I sin x + rosis 2x + : 810 3x + 


மு.வ. 


( வில் 


விடை : 


sid x 
1-2r cos x + 


) 


4. 1+ cos x + cos2x + cor 3x + ... மு.வ. 


விடை : 


4-2 eos x 
5-4 cos x 


5 . 


x sind + xsin ( u + B ) + x " sin ( d + 2B ) + ...... .. 

x " sin ( B - d } + x sin d 
விடை : 

1-2x cos B + x 


( விடை 


2 


- 


6. sind + sec p sin (d + B ) + sec g sin ( u + 23 ) + ..... 

( விடை : cos & cot B ] 
7 . cos d cos B + cos ( d - B ) cos B + ccs { d - 2B ) . 

cose B + .. - ( விடை : cot Bsia ( d + B ] ] 
1-3 

1.3.5 
8 . cos G + cos 20+ cos 30+ OS 48 + ... 

2.4 

2-4-6 


( வி 


விடை : 


/ 2sin 2 

9 : 05 + 39 ) 


1.3 
9. 1-1 cos G + 

cos 29 
2.4 


1.3.5 
2.46cs 38+ ... மு.வ. 
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COS 


o 
4 


{com 


விடை : 


2 cos 


e 
2 


1.3 
10. sio dt 

2.4 


slo 3 4 + 2 

4.6 


1.9.5 

sin 3d + yo.au. 


I - d 
gin 

4 


{ 


simL : 


~ 2 sind 


11. 1 + cos 20 


1 

1.3 
cOS 40+ cos 60 - ml.a . 
2-4 

2.4.6 


[su: - v7 da €( cos )] 


n ( n + 1) gin 2 d + 


12. nsin at 


1.2 


n ( n + 1 ) ( n + 2 ) 
1.2.3 

sin 3d tool.a. 


1 


[ cm : sin {"( - ) } 

{ 2 sin } ] 


: 


13. 1th cos * 2+ n (n + 1) 


n (n + 1) cos Locos 2d ... to 


1.2 


T 


விடை : 


COS 


{- (1-1 )+sized ] 


14. 1 + cos 0 + 


COS 2A 

2 ! 


cos 30 

3 ! 


+ ... 


[ atoom : 


cos A 


.cos (sin e) ] 


sin20 
15. sino + 

21 


sin30 + 


+ 


3 ! 


[ stan : COSO 


e 


• sin ( slne ) ] 


16 . 


M8 


rn cos no 

n ! 


( -1 < r < 1 ) 


1 
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( விடை : 


] 


r cose 
e 

cos ( sino ) -1 
p2 cos 20 rcos 30 
+ 

+ -... y.4 . ; 
21 

31 


+ 


17. C = 1+ cose 


i sino pº sio 20 

& sin se 
SE 

+ 
11 21 

31 
+ ... L.Q. Gate , 

21 coso 
S == C tan ( r slon ) seit go, cº + 5 = e 

என்றும் நிறுவுசு . 


18. cos x + 


cos 3x 

cos 5x 

+ 
3 ! 

+ 


5 ! 


19 . 


ca sio 20 

21 


+ 


( ML : sin h ( cos x ) . cos ( slo x ) ] 
c * sia 40 co sio 60 

- + 

61 
+ 

( ic | > D 
so ; sin h ( ccoso ) sin ( c sino ) ) 


. 


с 


20. sin d + c sin ( +3 ) + sin ( 2 + 28 ) 

2 ! 

+ ...... 00 ( Icil) 
c cos al 

) 
e 

slo 

cos y 
21 . cos x + cos ( x + y ) cos + cos ( x + 2y ) 

2 ! 


( விடை : 


t .... 


[ AL cosøy 


cos ( x + sin y cos y ) ] 


22 . 


COS X sin x + 


cosex 
2 ! 


cosx 
sid 2x + 

sin 3x 
3 ! 

t ..... com 
cosex 
sin ( sin x cos x ) 

] 


[ alat : e 


sin 20 

ters . 


23 . 


cos A. + cos 20. sin et cos 80 


2 ! 


se cos 


[ விடை : 


e 


cos ( + sin o ) 


o 
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tapo 
24. cosotan 0+ cos 20 + cos 30 

2 ! 


tanse 

+ 
3 ! 


[ -- 


sino 
விடை : e 


sino 
cos 


• COS 


cos o 2 cos cos ( 2 sin o ) 

+ ..... 
25. 1 + e · cos (sin o ) te 

2 ! 
[SAL : eccoso.cos (sin A) , cos ſecos e . sin sin o ) 1 

sin no 
26 . 

: 
을 
Σ 
1 

sin , sio 20 sio 30 
27 . 

- ++ ...... 

.... 


விடை : 


n 


+ 


+ 


2 


3 


4 


விடை : 


1- ) CO 

cos @ + sin 9.10g ( 2 sin ; )] 


C8 
cos 2d + -cos 3 d .... (l.a. 
2 

3 

( விடை : - log ( 1-2c cos d + c ) ] 
sin 20 sin 30 
- 

... 
+ 
2 3 

( விடை : 10 ] 


29. slp 


. 


co 


sin 50 + ...... 00 . 


5 


ML ; I tan2 


30. C sine + sin 30+ 

[ tan **( * - )] 
cos d sin d + cosmd.sin 2d + cog *d.sin 3d + .com 

[ - ] 


31. 


sind , 


32 , slot sło 3d + 

sin 
5 

( fl : tanº ( 2 tanL)] 
33. sin d.cos d- sind.cos 32+ } sind.cos 5d ...... 20 . 

(WOL : tan ( 2 tan ) ] 
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34 . 


i coso 


- 


3 


cos 30+ cos 58 –... ( 171 < t ) 

[ am : įtan" ( count ] 
(1) cos Lºcosb_cos" dcos 38+ cosed 
[ tan ” ( 098 ) 

:) ] 


35. ( 1 ) cos d.cos 


cos 50 - 


1 

1 
u ) 

cos 30+ 5 28cos 50 .......... 

[ sil : tan ( cos ) ] 
36. cota.cos do cot d cos 3d + { cotdicos 50 

2 cosa sin 
விடை : } tan 

sind - cos 
37. tanß sind - tan B.sin ( +28 ) + tan B.sin ( + 4B 

2 sin 
1 - tan 


cilave 


. ] 


- [ .. 
alool : sin ( d – B ) tanº ( 

3 ) 
+ } cosld - B ) tan " ( sinB sin 2B1 ] 


cos h 20 cos h 3d 
38. 1 + cos hot 

+ 

3 ! 


O. 


[fon : + { cced tee -d } ] 


39 , slnho- sinh 2d + sin h 3d -... 


[ 


விடை : } log 


{ Item 


ited 
1 - e - d 


40. cos hd - cosh 2d + cos h 3d 

( lol : log ( 2 + 2 coshd ) ) 


sind 


41. cos hd + sin d.cosh 20+ 


cosh 3d ....... 


4.01. 


21 


[am : bred, olinad.ee the-d,glo died ] 
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42. sinha + sinh 2 + siah 3d + ..... 


+ 


( 


1- cd 


விடை : 

L 
43. c coshd + ccosh (d + B ) + ccosh( d + 2B ) + .... 

( lc | < 1 ) 


0 


C 


விடை : 


Led 
1 - ceB 


etd 

-B 


} ) 


2 


1 -- ce 


44. முக்கோணம் ABC ல் கோணம் A ன் அடுத்துள்ள பக்கங்கள் 
b , c ( b < c ) எனில் sin A + eric 

Pia 2A + pain 3A + ......... என்ற 


c sia c 
தொடரின் கூடுதல் என்று நிறுவுசு . 


d 


45. முக்கோணம் ABCல் கோணம் C இன் அடுத்துள்ள 
பக்கங்கள் a , b , ( a < D ) எனில் 1 + n 

n ( n + 1 ) ai 
cos e + 
b 

cos 2C 
12 69 


கூடுதல் ( ) " 


+ ..... ( n < 1 ) என்ற தொடரின் கூடுதல் cos n A என்று 
நிறுவு 

(103. முடிவிலி வரையுள்ள தொடர்களின் கூடுதலைக் கண்ட 
நாம் , இப்பொழுது சில கணியங்களின் விரித்தலைக் காண்போம் . 
அதாவது , ஏதேனும் ஒரு சார்பு கொடுக்கப்பட்டிருக்குமாயின் அதனை 
முடிவிலி வரையுள் தொடராக வீரிக்க முயலுவோம் . சில உதாரணங் 
கள் இம் முறையை நன்கு விளக்கும் . 


2 


10.4 . 

மாதிரிக்கணக்குகள் 

c slo 
மாதிரி 1 . 

= c sind + csin 20 + ............... 
1-3c cosd + c 
என்று நிறுவுக . ( Ic | < D ) 
c sin dl 

( eid - e - id ) 
1-2c cosd + c 

Bil { 1 - cleid te - id ) + c% } 

ccid - ce - id 
21 { ( 1 - ce (1 - ce - id ) } 


C 
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1 
2i 


1 

id 
1 - ce 


- id 
-ce 


td 


( 1 - ce - id ) - ( 1- id ) 
2i | 1 - ccid ) ( i - ce - id ) 

} 
* {{ 1 - cla ) -[ i- e - u ) } 
{ 1 

+...... ! 
= " { ( id_ - ia ) + 

2id_2is ) +..... } 
21 { c 

க } 


1 
21 


2 2id 

--பா 


2 


2id 


--id 
- [ 1 + ce 


0² 


( 


1 


C • 2isind + c3.2isin2d + ..... 


8 


b : 


- 


= csind + c sin 2d + c sin 3d + ....... .. 
மாதிரி . 2. முக்கோணம் ABC ல் கோணம் 

என் அடுத் 
துள்ள பக்கங்கள் a , b ( 0 < a ) எனில் , 

b 

b2 
log c = log a- cos C - 1 

cos2c 

cos 3c ... 

a ) 
என்று நிறுவுக ( c , கோணம் c ன் எதிர்ப்பக்கம் ) 
முக்கோணம் ABC ல் , 
ca = a + b -2ab cos C 


a 


- ** { 1-2 Peas c + * } 
- a , { 1-2 ( " + " ) + * } 

= ( 1- " )(1- ) 
be c = 1ee[ (!~* ")(! ----")] 


இருபக்கமும் அடிக்கு மடக்கை எடுக்க . 


திரிகோண கணிதம் 


2ic 


- ic 
e + 


68 


= 2 log a 


02 

e 
2a 


+ 3a* 


Sie 
e 


: Blog c = 2 log a +108 ( 1 - 14 ) +108 ( 1 - e-TC) 
{ 

co } 
- {de 

o } 
** ) - (.** .- 26 ) 


-ic 


62 


-2ic 
e 

+ 


bº 


-3ic 


+ 2a 


398 e 


+ ... co 


( :: Ic < ) 


b 
2 log am 


ie 


ale 


te 


+ ....... 60 


b 


2 log a 


2 eos c 


bº 

2 cos 2c-... 
2a2 


а 


log c = log a 


62 

cos 2c- ... 
a ” 


1 


மாதிரி 3. leg 


168 { a 


= 4 { 


x sinº - } * 


e cosch 
{a+ " 

ce } 
..} என்றும் நிறுவு.க . ( 

** 
a76 * essure , -6 . 


sin 20 + ..... 


ato 


a - b 


x + 1, 


a2 

( x + 1 ) 2 
a cos + b sio (x + 1) cos 0+ ( x - 1) sino 

( x + 1) 
1 + 2x ( cosøe - sin®O ) + x2 


( x + 1,2 
1 + 2x cos 20+ x® 


11 


( 1 + x ) 2 
2ie --210 

te 


- 


(62 


1 + x 


210 ) 


+ x2 


= 


( 1 + x ) 

210 
1 + xe 

1 + xe 
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( 1 + x ) 


9 
) (etxe = } 


8 


x 
3 


:: los cos 6+ * oine} 

= 108 { [1 + x 21 ) ( 1 +x2–219) 

2 log (1+ x) -log (1 +x2 ) -log (1 + 
x2i 0 ) 
= 2 { x- + 

} 
- { 

} 
- { 

} 
-- (.24 + 20)+ * ( **+ + )+ 
= 2(x 

) 


хе 


410 

610 
210 

2 
X e 

х8 е 

+ 
2 

3 
- 410 

-610 
--- 2ie 

x² e 
2 

3 


xe 


+ 


+ 


xo 
3 


Han 


8 


X 


x8 


+ 


2 


3 


X 


-X ( 2 cos 20 ) + 


( 2 cos 40 ) -... 


8 


2 


= 3x ( 1 - сos 20 ) -2 · 


x® 
2 


( 1 cos 40 ) + ....... 


x siose 


{ x si 


x2 
2 


sin - 20 + 


- 


" } 


con f 4 : ( 1 + x ) tan 0 = ( 1 - x ) tan 0 ( 1 x1 < 1 ) 6 mois 
அஐான் அடுக்குகள் மூலம் விரிக்க .. 


tan 


1 - X 
1 + x 


tan 


i 


(1- x) (014 - e - 10 ) 


-ig ) 


ie -10 
e 

ia -io 
e te 

ie 
2 e 

-io 
2 e 


( 1 + x) ( % te 

-i$) + (1 + x) [cate 
(1 +x) (63° + ) - (1 -x) [eime 


-ig 


] 


( 1 - x) ( ei 


-ig 
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2 ( p 


ip 
+ xe 

ip 
+ x2 


19 ) 


( 94 


e 


2ie 
e 


- 


எனவே , 


e 


( 1 - xe - ºtº ) 
19( 1 + x219) 

- ) 
(1+ 


Đi + (1 + xe 


2 


1 + xe 

29 


இருபக்கமும் e அடிக்கு மடக்கை எடுக்கவும் . 


--219 ) 


2ie = log 
ஃ log e 


219 + x ? 


2 ) 


e 


(1 +3219 ) 


எனவே , 


2ie = 


giỘ +log (1 + xe - ºiệ ) -log (1 +x ^^ ) 
ஆகையால் 21{e - p) =log( 1 + xe = 219 ) - log[ 1 + x2iP ] 


- 2i x " --419 x -6ip 

2er : + 3e 


8 


= xe 


2i 


x 4ip 


s 6i9 


e 


X 
31 

2 


8 


2 


- { xe 
= x 


} 
2 ) + * ( °_- i") 


-219 2i9 


e 


= x ( -2i sin 2g ) + , ( 2i sin 4p ) 


+ 


x3 

( -2i sin 6p ) + ........ 


3 


எனவே , 


e - p = -x sia 2 ¢ + 


* sin 49 - *; sin 69+ -..... 


அல்லது , 


0 = p- * x sin 20+ 


sin 40 
2 


x8 

sin 60 + .......... 


3 
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மாதிரி 5 : 


| x | > 


எனில் , 


x 

SlD38 
3 


x sing 
tun11 1 - x cos 9 

= x sin G + } x sin 20 + 
+ ...... - என்று நிறுவுக . 


} 


1 


{ 


} 


x sin 
i tan 

என்பது log { ( 1 - xcose) + ixsiaa } ன் 
1 - x cose 
கற்பனையான பகுதி என்று நாம் அறிவோம் . 
log { 1 - x cose + ix sine } = log { 1- ( x cos9 - ix siae ) } 

--ig 
= iog { 1 - xe } 

-i6 + xºe - 2i8 
= - { x 
2 

+ 
- { x ( cose - i sine ) + 

2 ( cos 20 


8 


xe 


க } 


x2 


x3 
Gisin2 + 

3 

( cos 36 - isia 30 ) + ...... 


} 


எனவே , iog { 1 - x cos 9 + ix sin o } ன் கற்பனையான பகுதி 

x * 
x sine + oln 20+ sin 38 + .... 
2 

3 


x2 


அதாவது tan 


( 


x sin e 
1 - x cos 


20030 )= 


= x sing . + 
= 

2 

sin 29 + ..... 


அப்பியாசம் 10 ( ஆ ) 
கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக : 

1 - x cos O 
1 . 

= 1 + x cose + x cos 20 + ......... 
1-2x cose + x 

( | x | < | 


2 


2 . 


1 + xcose 

= 1 - x cos G + x cos2g -.... 
1 + 2x cos G + x2 

( | x ) < / ) 


3 . 


2 


1 - x2 

= 1 + 2x cos 8 -2x2 cos 28 + 
1--2x cos G + x 

2x * . cos 39 + ... ( | x | < / ) 
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4 . 


( 1 - c ) cos 9 

= cos O + c cos 38 + e cos 58 + .... 
1-2c cos 28 + 02 

( Tc | < D 


5. ABC என்னும் முக்கோணத்தில் , கோணம் என் அடுத் 
துள்ள பக்கங்கள் a , b ( b > a ) எனில் , 

b b2 

be 
B sin C + } sin 2 C + ] 

sin 3C + ... 


என நிறுவுக . 


6. 10g ( 2 cos 6 ) = cos 28 - I cos 48+ cos 69 


1 
7. log 

= x cos G + 1x " cos 20+ 
V1-2x cos G + x2 

} x & cos 38 + .... ( II | < I } 
8. sin x = n sin ( u + x } { n < | ) எனில் , 

x = n sin d + } n sin 2 + n sin 3d-- .. 
9 . tan = cos 28. tans எனில் , 
B = + tano sin 2d + } tan G •sin4d + ! tane. 

sip 64 + ... வ 


10. tan 2x = 2 cot y எனில் 
x = cos y sin y + cosy. Sin 3 y + cos ) 

sin 5y + .. 
11. ten2 = 2 cot B எனில் 
= cos : B - cos B.cos 3B + cos B. 

cos 5B -... 


12 . 


tan 2c = 1212. COS C எனில் 
c = tand . eos e - tand.coS 30+ tand . 

cos 59 -... ல 


13 . 


= 2 sil2a - sin 2 + sin 3d 


sin 4d 

+ 
2 


sin 5d 
2 
5 

..முவ. 


( குறிப்பு : -- tan - ( can + ) ன் மதிப்பைக் காண்க.) 
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14 . 


10 < fo 


tan 


2c sin al 

1 - c 


10. ) 


= 2 ( c sin + jcsin 3 & + { c sin 5 


+ ...... 


8 


15 . 


tan- ( 


csin 
1 + c cos 


a ) = 0 


= cslo d - c sin2d + $ 08 


sin 3d ..... 0 ( Ic < D 


Orxa.cognd 
16. eaxcos bx = 1 + 3 

n ! 
1 


( p * = a " 


= a " + 0 % ; tand 


a:) 


17 . 


cornxh.sin nd 
exoslo bx = 3 

n ! 


( r2 = aº +62 , tan d = bla ) 


18. ecosh dcos h ( sin hd ) 3 

cos hnd 


n ! 


19 , 


cos h ( cos O ) .sin ( sin o ) 


8WO 


sip ( 2n + 1 ) 0 
( 2n + 1 ) ! 


20. ecos d cos ( B + sind ) 


cos ( nd + B ) 
n = 0 Zп 


